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УДК 539.376 

 
1.  Пусть 1 2 3, ,x x x  − прямоугольная декартова система координат. Скорость деформа-

ций установившейся ползучести ( )ijε ε=  зависит от текущих значений напряжений ( )ijσ σ=  
и температуры. Если форма этой зависимости  не меняется при повороте системы координат 
на произвольный угол вокруг оси 3x , то материал является трансверсально-изотропным при 
установившейся ползучести с плоскостью изотропии 1 2,x x . Трансверсальной изотропией при 
ползучести обладают, например, прутки и тонкие плиты из легких сплавов, используемые  
для шпангоутов и монолитных крыловых панелей самолетов.  

Зависимость ε σ  может быть потенциальной зависимостью – ассоциированным за-
коном  
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Простейшая модель ползучести для трансверсально-изотропных материалов может 

определяться потенциалом скоростей деформаций: 
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где etσ  − эквивалентное напряжение, обобщающее напряжение Хубера-Мизеса и не завися-
щее от гидростатической составляющей тензора напряжений [1; 3, 281]: 
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Потенциальный закон течения (1.1), обобщающий теорию типа Мизеса, строится на 

основе потенциала (1.2) и имеет вид  
 

( ) ( )1
11 33 11 22 11 22

3 1 2 ,
4 2

n
et a bε σ σ σ σ σ σ−   = − − + + −    

 

 

( ) ( )1
22 33 11 22 11 22

3 1 2 ,
4 2

n
et a bε σ σ σ σ σ σ−   = − − + − −    

                        (1.5) 

( )1
33 33 11 22

3 12 ,
4 2

n
et aε σ σ σ σ−   = − +    

 

1
12 12

3 8 ,
4

n
et bε σ σ−=   1

13 13
3 2 ,
4

n
et cε σ σ−=   1

23 23
3 2 .
4

n
et cε σ σ−=  

 

Постоянные , , ,a b c n  в (1.5) могут быть определены последовательно из опытов при 
чистом растяжении образцов, вырезанных вдоль осей 3 1,x x и вдоль перпендикуляра к оси 

1x  в плоскости 2 3,x x под углом 4
π  к оси 3x : 
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где , , ,A B C n  − постоянные степенной аппроксимации зависимости скорости ползучести от 
напряжения для экспериментальных кривых ползучести, соответствующих вышеуказанным 
образцам. 

Непотенциальный закон течения, обобщающий закон Нортона и использующий экви-
валентное напряжение etσ , записывается следующим образом: 
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где  1
3ij ij pq pq ijs σ σ δ δ= −  − девиатор тензора напряжений и 
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134 4.
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2. В достаточно широком диапазоне напряжений прутки и тонкие плиты из титановых 

и алюминиево-магниевых сплавов, как правило, неодинаково деформируются в процессе 
ползучести при растяжении и сжатии в данном одном и том же фиксированном направлении 
[2, 53; 4, 181]. У этих материалов коэффициенты ползучести , ,a b c  и показатель ползучести 
n  в (1.5) и (1.7), определенных по растяжению и по сжатию одинаково ориентированных об-
разцов, существенно отличаются.  

Трансверсально-изотропный материал в направлении оси ix  имеет разные характери-
стики ползучести при растяжении и сжатии, если в любой фиксированный момент времени  
значения деформаций и их скоростей в этом направлении существенно отличаются для рас-
тягивающих и сжимающих напряжений одинаковой величины iiσ .   

Предлагается следующий потенциал скоростей ползучести для трансверсально-
изотропных материалов с разными характеристиками по растяжению и сжатию: 
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1 2( ) ( ) ,l l lr e eξ ξ η η= − + −
  

  1 2( ) ( )kl k l k lr e eξ ξ η η= − + −
  

,  ( i j ije e δ⋅ =
 

).         (2.5)                  
 
Параметры 1ξ ≤ , 0 1η≤ ≤  в соответствии с формулами (2.3) характеризуют тип на-

пряженного состояния в данном направлении. При чистых растяжениях 33 0σ > , 11 0σ >  (или 

22 0σ > ), а также 33 0σ × >  соответственно вдоль осей 3 1,x x  (или 2x ), а также вдоль перпен-
дикуляра к оси 1x  в плоскости 2 3,x x под углом 

4
π  к оси 3x  имеем в пространстве ( ,ξ η ) 

три нижеследующие точки:  
 

( ) ( )1 1, 1,0ξ η = ,   ( )2 2
1, ,0

5
ξ η  = − 

 
,   ( )3 3

1 2, ,
13 13

ξ η  =  
 

 .          (2.6) 

 

При чистых сжатиях 33 0σ < , 11 0σ <  (или 22 0σ < ), 33 0σ × <  получаем следующие 
три точки: 

 



6 7

 

2
12 3 ,

3 2
n

a A
− =  

 
    

2
12 3 4,

3 2
n

b B a
− = − 

 
   

2
134 4.

2
n

c C b a
− = − − 

 
               (1.8) 

            
2. В достаточно широком диапазоне напряжений прутки и тонкие плиты из титановых 

и алюминиево-магниевых сплавов, как правило, неодинаково деформируются в процессе 
ползучести при растяжении и сжатии в данном одном и том же фиксированном направлении 
[2, 53; 4, 181]. У этих материалов коэффициенты ползучести , ,a b c  и показатель ползучести 
n  в (1.5) и (1.7), определенных по растяжению и по сжатию одинаково ориентированных об-
разцов, существенно отличаются.  

Трансверсально-изотропный материал в направлении оси ix  имеет разные характери-
стики ползучести при растяжении и сжатии, если в любой фиксированный момент времени  
значения деформаций и их скоростей в этом направлении существенно отличаются для рас-
тягивающих и сжимающих напряжений одинаковой величины iiσ .   

Предлагается следующий потенциал скоростей ползучести для трансверсально-
изотропных материалов с разными характеристиками по растяжению и сжатию: 

( ) ( )
1 21 11 2
1 2

1 2

, ,
,

1 1
n n
et et

f f
n n
ξ η ξ η

σ σ+ +Φ = +
+ +

                                        (2.1)                                                                  

 
где 
 

  3 ,2etm mTσ =   2
1 2 3m m m mT a J b J c J= + + ,  ( 1,2)m = ,  ( )0, 0, 0m m ma b c> > > ,          (2.2) 

 

      1 ,J
J

ξ =    3 ,J
J

η =     2
1 2 3( )J J J J= + + ,                                   (2.3) 

            

                 
63

1
1 1

( , ) l kl

k l kl kl
l k

r rf
r r

ξ η
= =

≠

⋅
= ⋅

⋅∑∏
 

  ,      
66

2
4 1

( , ) l kl

k l kl kl
l k

r rf
r r

ξ η
= =

≠

⋅
= ⋅

⋅∑∏
 

  ,               (2.4) 

 

1 2( ) ( ) ,l l lr e eξ ξ η η= − + −
  

  1 2( ) ( )kl k l k lr e eξ ξ η η= − + −
  

,  ( i j ije e δ⋅ =
 

).         (2.5)                  
 
Параметры 1ξ ≤ , 0 1η≤ ≤  в соответствии с формулами (2.3) характеризуют тип на-

пряженного состояния в данном направлении. При чистых растяжениях 33 0σ > , 11 0σ >  (или 

22 0σ > ), а также 33 0σ × >  соответственно вдоль осей 3 1,x x  (или 2x ), а также вдоль перпен-
дикуляра к оси 1x  в плоскости 2 3,x x под углом 

4
π  к оси 3x  имеем в пространстве ( ,ξ η ) 

три нижеследующие точки:  
 

( ) ( )1 1, 1,0ξ η = ,   ( )2 2
1, ,0

5
ξ η  = − 

 
,   ( )3 3

1 2, ,
13 13

ξ η  =  
 

 .          (2.6) 

 

При чистых сжатиях 33 0σ < , 11 0σ <  (или 22 0σ < ), 33 0σ × <  получаем следующие 
три точки: 

 

 

 

( ) ( )4 4, 1,0ξ η = − , ( )5 5 5
1, , ,0,0

5
ξ η ζ  =  

 
, ( )6 6

1 2, ,
13 13

ξ η  = − 
 

.        (2.7) 

 
Потенциальный закон течения, обобщающий (1.5) и использующий узлы интерполя-

ции  (2.6), (2.7), строится на основе потенциала (2.1). Постоянные , ,m m ma b c  в (2.2) опреде-
ляются по кривым ползучести, полученных при чистом растяжении( 1)m =  и чистом сжатии 
( 2)m =  вдоль указанных направлений. 

Закон течения, обобщающий (1.7), имеет вид 
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В равенствах (2.9) 3 1, ,m m mB B B ×  и mn  являются коэффициентами и показателями ус-

тановившейся ползучести по чистым растяжениям ( 1)m = и сжатиям ( 2)m =  призматиче-
ских образцов, вырезанных в вышеуказанных направлениях.  

Если характеристики ползучести при сжатии и растяжении одинаковы, то для напря-
женных состояний вида (2.6) и (2.7) соответственно потенциалы (2.1) и (1.2), а также связи 
(2.8) и (1.7) со впадают; в других то чках ( ,ξ η ) их близость определяется значениями ла-
гранжевых многочленов влияния узлов (2.6), (2.7).  

При условии 3 / 2, / 2, 2a b cβ β β= = = , где 
( )*2 1

*

*

3
2 1

n
B

n
β

+
 

=  + 
, напряжение etσ  сов-

падает с эквивалентным напряжением Хубера-Мизеса, а соотношения (1.5), (1.7) − с законом 
течения при приведенном октаэдрическом касательном напряжении и законом Нортона со-
ответственно. 
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ции  (2.6), (2.7), строится на основе потенциала (2.1). Постоянные , ,m m ma b c в (2.2) опреде-
ляются по кривым ползучести, полученных при чистом растяжении ( 1)m = и чистом сжатии 
( 2)m = вдоль указанных направлений.

Закон течения, обобщающий (1.7), имеет вид
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В равенствах (2.9) 3 1, ,m m mB B B × и mn являются коэффициентами и показателями ус-
тановившейся ползучести по чистым растяжениям ( 1)m = и сжатиям ( 2)m = призматиче-
ских образцов, вырезанных в вышеуказанных направлениях. 

Если характеристики ползучести при сжатии и растяжении одинаковы, то для напря-
женных состояний вида (2.6) и (2.7) соответственно потенциалы (2.1) и (1.2), а также связи 
(2.8) и (1.7) со впадают; в других то чках ( ,ξ η ) их близость определяется значениями ла-
гранжевых многочленов влияния узлов (2.6), (2.7). 

При условии 3 / 2, / 2, 2a b cβ β β= = = , где
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, напряжение etσ сов-

падает с эквивалентным напряжением Хубера-Мизеса, а соотношения (1.5), (1.7) − с законом
течения при приведенном октаэдрическом касательном напряжении и законом Нортона со-
ответственно.
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