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Аннотация. В работе рассмотрен вопрос определения несущей способности толстостенных оболочек в 
осесимметричной и центрально-симметричной постановке задачи. Задача решалась методом переменных 
параметров упругости при степенной аппроксимации диаграммы деформирования материала. Приведено 
сравнение полученных результатов с имеющимися аналитическими решениями для тонкостенных оболо-
чек. Получены формулы, позволяющие с большой точностью определить несущую способность толсто-
стенной оболочки при различных относительных толщинах для физически нелинейного материала. 
 
Summary. The paper considers the issue of determining the bearing capacity of thick-walled shells in an axisym-
metric and centrally symmetric formulation of the problem. The problem was solved by the method of variable 
elasticity parameters with a power approximation of the deformation diagram of the material. The results obtained 
are compared with the available analytical solutions for thin-walled shells. Formulas are obtained that make it pos-
sible to determine with great accuracy the bearing capacity of a thick-walled shell at different relative thicknesses 
for a physically nonlinear material. 
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Толстостенные осесимметричные оболочки в настоящее время находят всё более широкое 
применение в различных инженерных конструкциях: это сосуды высокого давления, кольцевые 
фундаменты, напорные трубы, тоннели и др. Напряжения в таких конструкциях распределяются 
по толщине неравномерно, что необходимо учитывать при расчёте на прочность. В большинстве 
известных решений рассматривается упругопластическая модель материала без упрочнения или с 
линейным упрочнением, но при определении предельных нагрузок необходимо учитывать и фи-
зическую нелинейность материала – закон упрочнения при пластическом деформировании.  

Основными уравнениями для расчётов за пределами упругости по деформационной теории 
являются: дифференциальные уравнения равновесия, условия совместности деформаций, зависи-
мость между деформациями и напряжениями и условия на поверхности. 



 
 
 

Рассмотрим цилиндрическую толстостенную оболочку бесконечной длины (стеснённую 
оболочку), которая находится под действием внутреннего давления. В этом случае можно считать, 
что длина оболочки не меняется, т.е. деформация вдоль оболочки отсутствует, деформированное 
состояние плоское и 𝑒 0. 

В случае постоянного давления касательные напряжения вдоль цилиндрической оболочки 
отсутствуют, производные по z равны нулю, а условия равновесия определяются одним уравнени-
ем [1]: 

𝑑σ
𝑑ρ

σ σ
ρ

. (1) 

Уравнения совместности логарифмических деформаций для осесимметричного деформи-
рованного состояния можно записать в виде дифференциального уравнения [2]: 

𝑑𝑒
𝑑ρ

1 exp 𝑒 𝑒

ρ
,  (2) 

где 𝑒 ln 𝑑ρ 𝑑𝑟⁄  и 𝑒 ln ρ 𝑟⁄  – соответственно радиальные и тангенциальные (окружные) 
логарифмические деформации. 

Уравнения связи между напряжениями и деформациями, в соответствии с методом пере-
менных параметров упругости (МППУ) [3; 4], запишем в виде 
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где 𝐸∗ и μ∗ – переменные параметры упругости. 
Для несжимаемого тела, у которого μ 0,5 , имеем 

𝐸∗ 𝐸сек
σ
𝑒

 , μ∗ 0,5, (4) 

где σ  – интенсивность напряжений; 𝑒  – интенсивность логарифмических деформаций. 
Интенсивности напряжений и логарифмических деформаций в главных напряжениях и де-

формациях определяются выражениями 
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Диаграмма деформирования материала как связь между интенсивностью напряжений и ин-
тенсивностью логарифмических деформаций задаётся линейно-степенной функцией: 

σ
𝐸 𝑒    при  𝑒 𝑒 т

𝐴 𝑒   при 𝑒 𝑒 т
.  (6) 

Условия на наружной поверхности оболочки (граничные условия): при ρ 𝑅,  
𝑒 𝑒 ln 𝑅 𝑅  ,⁄   σ 0. 

Поставленную задачу будем решать методом переменных параметров упругости. Для 
успешной реализации этого метода необходимо получить интегральные уравнения. 

В уравнении совместности логарифмических деформаций (2) проведём замену: 
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и запишем данное уравнение в виде 

𝑑 exp 𝑒
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1
ρ
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exp 2𝑒 𝑒 .  (7) 

Рассматривая уравнение (7) как нелинейное дифференциальное уравнение первой степени 
вида 

𝑑𝑌
𝑑ρ

𝐴 ρ ∙ 𝑌 𝐵 ρ  

и решая его методом Бернули, получим общее решение: 

exp 𝑒 ρ
1
ρ

exp 2𝑒 𝑒 𝑑ρ 𝐶 ρ. 

Принимая во внимание граничные условия при ρ 𝑅 , 𝑒 𝑒 ln 𝑅 𝑅  ,⁄  а также ис-
пользуя уравнения связи между напряжениями и деформациями (3) для несжимаемого материала, 
получим интегральное уравнение совместности логарифмических деформаций в напряжениях: 
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или, учитывая, что для бесконечной трубы 𝑒 0 и, соответственно, σ σ σ , 
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Для определения σ  используем уравнение равновесия (1). Интегрируя данное уравнение, 
принимая во внимание граничные условия при ρ 𝑅, σ 0, получаем интегральное уравнение 
равновесия: 

σ
σ σ

ρ
𝑑ρ. (9) 

Решение по определению напряжённо-деформированного состояния трубы в соответствии 
с методом переменных параметров упругости проводится методом последовательных приближе-
ний по рекуррентной схеме с использованием уравнений (8) и (9) для заданных граничных усло-
вий, т.е. при известном положении наружного края трубы R и радиальном напряжении на наруж-
ном крае σ 0 
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где величины с индексом (k) и (k+1) обозначают соответственно их значения в k-м и (k+1)-м при-
ближениях. Численное интегрирование проводят от R до 𝑟 , где 𝑟  – внутренний радиус трубы 
в процессе деформирования. В нулевом приближении при 𝑗 0  считаем, что 𝑟 𝑟 , где  
𝑟  – внутренний радиус трубы в исходном состоянии без нагрузки. 

Как показали вычисления, результаты расчётов не зависят от выбора значений исходного 
приближения для σ , σ  и σ , поэтому в исходном приближении принимаем 

σ 0, σ 0, σ 0, 𝐸сек 𝐸, 

где 𝐸 – модуль упругости материала, из которого изготовлена труба. 
После определения напряжённого состояния находят деформированное состояние трубы, 

используя уравнения связи между напряжениями и деформациями (3). 
Определив деформированное состояние, находят интенсивность напряжений и интенсив-

ность деформаций (5) и уточняют значение 𝐸сек, используя уравнение (6): 

𝐸сек
𝐴 𝑒

𝑒
. 

Для контроля сходимости процесса проводят сравнение значений интенсивностей напря-
жений: 

σ σ
σ

100% ∆σ %. (10) 

Расчёт продолжают до тех пор, пока не будет достигнута заданная точность в процен-
тах (10). 

После достижения заданной точности расчёта напряжённо-деформированного состояния 
уточняют положение внутреннего края трубы: 

𝑟 𝑟 exp 𝑒 , 

где 𝑒  – значение тангенциальной логарифмической деформации на верхней границе численно-
го интегрирования, т.е. при ρ 𝑟 . 

После уточнения внутреннего радиуса трубы в процессе деформирования и изменения 
верхнего предела численного интегрирования, расчёт напряжённо-деформированного состояния 
повторяют до тех пор, пока не будет достигнута заданная точность определения внутреннего ра-
диуса: 

𝑟 𝑟
𝑟

100% ∆𝑟%. 

После окончательного определения напряжённо-деформированного состояния можно 
найти внутреннее давление в трубе, при котором произошло заданное увеличение наружного ра-
диуса трубы: 

𝑝 σ , 

где σ  – значение радиального напряжения на внутренней поверхности трубы в заключение всех 
расчётов. 

Рассмотрим толстостенную сферическую оболочку. Для объёмного осесимметричного 
напряжённого состояния в сферической системе координат в случае центральной симметрии (рав-
номерное давление внутри сферы) касательные напряжения отсутствуют, производные по φ равны 
нулю, а условия равновесия [1] будут иметь вид 
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Можно показать, что условия совместности логарифмических деформаций в случае цен-
тральной симметрии можно представить в виде 

𝑑𝑒
𝑑ρ

1 exp 𝑒 𝑒

ρ
; (11) 

𝑒 𝑒 0. 

Решая дифференциальное уравнение системы (11) и учитывая условия равенства σ  и σ , 
можем получить интегральное уравнение условия совместности логарифмических деформаций в 
напряжениях для несжимаемого материала: 

σ σ 2𝐸сек ln ρ
1
ρ

exp
2

𝐸сек
σ σ 𝑑ρ  
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. 

Интегральное уравнение равновесия записывается в виде 

σ
2 σ σ

ρ
𝑑ρ. 

Расчёт напряжённо-деформированного состояния толстостенной сферической оболочки и 
определение давления осуществляют в той же последовательности, что и в первом случае. 

Чтобы найти несущую способность толстостенной оболочки, необходимо определить, ко-
гда давление достигает точки экстремума. Для этого необходимо выполнение условия 

𝑝 𝑃   при 𝑑𝑝 0. 

Таким образом, значение 𝑃  определяет несущую способность толстостенной трубы. 
Изменяя с определённым шагом наружный радиус R и определяя на каждом шаге давление 

𝑝, можем построить график зависимости 𝑝 от R. Анализируя полученный график, можно заметить, 
что в некоторый момент при увеличении наружного радиуса давление деформирования начинает 
падать, т.е. давление достигает максимума и приращение давления при увеличении радиуса стано-
вится меньше нуля: 

𝑑𝑝 0. 

Это говорит о том, что наступил момент неустойчивого деформирования оболочки с после-
дующим разрушением. Величина максимального давления в этом случае определяет несущую 
способность оболочки. 

Как показали расчёты, несущая способность толстостенных оболочек, как цилиндрических, 
так и сферических, для конкретного материала зависит только от величины относительной толщи-
ны, определяемой как отношение исходной толщины к среднему радиусу оболочки в исходном 
состоянии: 

ℎ
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 , 



 
 
 
где ℎ  – исходная толщина оболочки; 𝑟ср  – средний радиус оболочки в исходном состоянии;  
𝑅  – наружный радиус оболочки в исходном состоянии; 𝑟  – внутренний радиус оболочки в ис-
ходном состоянии. 

Поэтому все расчёты проводились для определённой относительной толщины оболочки. 
Для сравнения результатов, полученных при определении несущей способности толсто-

стенных осесимметричных оболочек, рассмотрим аналитические решения для аналогичных тонко-
стенных оболочек.  

Решение для тонкостенной цилиндрической оболочки бесконечной длины (стеснённой 
оболочки), нагруженной внутренним давлением, приведено Н. Н. Малининым [5]. В этом случае 
длина оболочки не меняется и напряжения определяются по формулам 
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. 

Логарифмические тангенциальные (окружные), осевые и радиальные деформации, соответ-
ственно [5], 

𝑒 ln
𝑟ср

𝑟ср
;  𝑒 0; 𝑒 ln

ℎ
ℎ

 . 

Зависимость между давлением 𝑝 и средним радиусом оболочки 𝑟ср определяется выражением 
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а связь между толщиной оболочки и средним радиусом 

ℎ ℎ
𝑟ср

𝑟ср
 . (13) 

Значение радиуса срединной поверхности тонкостенной цилиндрической оболочки беско-
нечной длины, при котором возникает потеря устойчивости и разрушение, равно 

𝑟ср 𝑟ср exp
1
2

𝑛 . (14) 

В этом случае максимально допустимое давление (несущую способность) такой тонкостен-
ной цилиндрической оболочки бесконечной длины для конкретного материала можно определить 
формулой 

𝑃
2𝐴 ℎ

√3 exp 1
2 𝑛

1

√3
𝑛 , (15) 

где 𝐴 и 𝑛 – соответственно коэффициент и показатель степенной функции, аппроксимирующей 
диаграмму деформирования материала;  ℎ  – относительная толщина оболочки в исходном состо-
янии. 

Для тонкостенной сферической оболочки, нагруженной внутренним давлением, тангенци-
альные (окружные), меридиональные и радиальные напряжения определятся как [5] 
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Логарифмические тангенциальные (окружные), меридиональные и радиальные деформации 
соответственно [5] 
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В этом случае зависимость между давлением 𝑝 и средним радиусом сферической оболочки 
𝑟ср определяется выражением 

𝑝
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, (16) 

а связь между толщиной оболочки и средним радиусом 

ℎ ℎ
𝑟ср

𝑟ср
.  (17) 

Значение радиуса срединной поверхности тонкостенной сферической оболочки, при кото-
ром возникает потеря устойчивости и разрушение, равно 

𝑟ср 𝑟ср exp
1
3

𝑛 . (18) 

Максимально допустимое давление (несущую способность) такой тонкостенной сфериче-
ской оболочки для конкретного материала можно определить формулой 

𝑃
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3 𝑛

2
3

𝑛 . (19) 

На рис. 1 представлена зависимость между давлением 𝑝 и средним радиусом 𝑟ср для толсто-
стенных оболочек, рассчитанная методом переменных параметров упругости (МППУ), и тонко-
стенных оболочек, рассчитанная по формулам (12) и (16) при 𝑟ср = 100 мм и ℎ = 50 мм, для алю-
миниевого сплава 1163 (Д16чТ1) [6]. 

1 – толстостенная цилиндрическая оболочка (МППУ); 2 – тонкостенная цилиндрическая оболочка 
(формула (12)); 3 – толстостенная сферическая оболочка (МППУ); 4 – тонкостенная сферическая 

оболочка (формула (16)) 
Рис. 1. Зависимость между давлением 𝑝 и средним радиусом оболочки 𝑟ср 



 
 
 

Как показал сравнительный анализ численных расчётов методом переменных параметров 
упругости и по формулам, полученным аналитически, при относительной толщине оболочек 
 ℎ  = 0,5 разница между результатами при определении несущей способности 𝑃  не превышает 
1,5 %, а при определении толщины h – 0,5 %. Большое различие полученных значений давлений 
вначале нагружения объясняется тем, что при расчёте МППУ применялась линейно-степенная ап-
проксимация диаграммы деформирования, а при аналитических расчётах – степенная. 

Таким образом, можно сделать вывод, что при расчёте больших деформаций и предельного 
состояния толстостенных оболочек, нагруженных внутренним давлением, можно с большой точ-
ностью использовать для цилиндрических оболочек формулы (12), (13), (14), (15), а для сфериче-
ских – (16), (17), (18), (19). Важно отметить, что исследование напряжённо-деформированного со-
стояния оболочек имеет большое значение в различных областях машиностроения, литейного 
производства, штамповке, что подтверждается исследованиями [7-11]. 
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