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Аннотация. В работе рассмотрен вопрос вывода уравнений совместности логарифмических деформаций в 
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осесимметричных тонкостенных оболочек. 
 
Summary. The paper considers the issue of derivation of compatibility equations of logarithmic deformations in 
Euler coordinates for the calculation of volumetric and plane axisymmetric deformation and for the calculation of 
axisymmetric thin-walled shells. 
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Основными уравнениями, определяющими напряжённо-деформированное состояние при 
решении упруго-пластических задач обработки металлов давлением, являются уравнения равнове-
сия и условия совместности деформаций. 

В случае решения плоской осесимметричной задачи уравнение равновесия имеет вид [1] 

𝑑σ஡

𝑑ρ
ൌ

σ஘ െ σ஡

ρ
, (1) 

где σ஡ и σ஘ – соответственно радиальные и тангенциальные (окружные) напряжения; ρ – коорди-
ната элемента заготовки, где определяется напряжённое состояние. 

Для осесимметричного процесса формобразования радиальное перемещение элемента 
заготовки можно записать так: 

𝑢஡ ൌ ρ െ 𝑟, 



 
 
 
где 𝑟  – координата элемента заготовки до деформации; ρ – координата элемента заготовки, куда 
она переместилась в процессе формообразования. 

В этом случае относительные деформации определяются выражениями 
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െ 1
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ൢ, (2) 

а условие совместности относительных деформаций, соответственно, 

𝑑ε஘

𝑑𝑟
ൌ

ε஡ െ ε஘

𝑟
,  (3) 

где ε஡ и ε஘ – соответственно радиальные и тангенциальные (окружные) относительные деформа-
ции. 

Если мы сравним уравнение (1) с уравнением (3), то заметим несоответствие между систе-
мами координат, в которых они записаны. На это обращает внимание Г. А. Смирнов-Аляев [2]. 

Объясняется это тем, что уравнение равновесия выводят по отношению к деформируемому 
телу, т.е. в координатах Эйлера (рассматривается точка пространства), а геометрические соотно-
шения выводят по отношению к недеформированному телу, т.е. в координатах Лагранжа (рас-
сматривается перемещение точки среды). 

Для теории упругости и при малых упругопластических деформациях это несоответствие 
не учитывают, но при исследовании процессов обработки металлов давлением перемещения точек 
могут быть большими и совмещение координат Эйлера и Лагранжа может привести к значитель-
ным погрешностям. 

Для решения данного противоречия, как правило, используют два подхода. Согласно пер-
вому варианту, в уравнениях равновесия переменные преобразуют с помощью замены, переходя 
от координат напряжённо-деформированного состояния к координатам начального состояния. Во 
втором подходе, оставляя классическую постановку статических уравнений равновесия, преобра-
зуют геометрические соотношения, переходя к координатам деформированного тела. Оба подхода 
существенно усложняют математическую постановку задачи. Среди основных проблем можно от-
метить сложность задания граничных условий в координатах деформированного тела, если заданы 
размеры тела до деформации, а также проблему задания граничных статических условий в коор-
динатах тела до деформации в виду зависимости внешних сил от конфигурации тела в деформи-
рованном состоянии.  

Следует отметить, что второй подход, связанный с преобразованием систем уравнений к 
координатам Эйлера, более удобен для решения обратных задач теории обработки давлением, ко-
гда при известных перемещениях точек тела рассчитываются потребные усилия [3], в то время как 
первый подход – для решения прямых задач, когда при известных усилиях определяются переме-
щения, т.е. рассчитывается форма получаемой детали. 

Проведённые в работах [4; 5] исследования показали, что использование координат Эйлера 
при больших деформациях и перемещениях весьма эффективно. При этом изделия оболочечного 
типа широко используются при решении технических задач литья, посадки, колебаний, что отра-
жено в трудах [6–10]. 

Выведем уравнение совместности логарифмических деформаций в координатах Эйлера для 
объёмного и плоского осесимметричного деформированного состояния. 

Используя уравнения (1), получим 

𝑑𝑟 ൌ
𝑑ρ

ε஡ ൅ 1
; 



 
 
 

𝑟 ൌ
ρ

ε஘ ൅ 1
. 

Подставляя полученные выражения в (3), можно получить уравнение совместности относи-
тельных деформаций в координатах Эйлера: 

𝑑ε஘

𝑑ρ
ൌ

൫ε஡ െ ε஘൯൫ε஡ ൅ 1൯
ρሺε஘ ൅ 1ሻ

. 

Согласно определению логарифмических деформаций [1] и используя выражения (2), имеем 

𝑒஡ ൌ ln൫ε஡ ൅ 1൯ ൌ ln ൬
𝑑ρ
𝑑𝑟

൰

𝑒஘ ൌ lnሺε஘ ൅ 1ሻ ൌ ln ቀ
ρ
𝑟

ቁ
ൢ.  (4) 

Заменяя в выражении (3) относительные деформации логарифмическими (4), окончательно 
получим уравнение совместности логарифмических деформаций в координатах Эйлера для объ-
ёмного и плоского осесимметричного деформированного состояния: 

𝑑𝑒஘

𝑑ρ
ൌ

1 െ exp ሺ𝑒஘ െ 𝑒஡ሻ
ρ

,  (5) 

где 𝑒஡ и 𝑒஘ – соответственно радиальные и тангенциальные (окружные) логарифмические дефор-
мации, определяемые выражениями (4). 

Уравнение (5) можно использовать и для расчётов в сферической системе координат при 
условии центральной симметрии. 

Рассмотрим деформацию элементов тонкостенной осесимметричной оболочки в процессе 
формообразования. 

Согласно рис. 1, в цилиндрической системе координат имеем следующие соотношения: 

𝑑𝑙௠଴ ൌ
𝑑𝑟

cos φ଴
, 𝑑𝑙௠ ൌ

𝑑ρ
cos φ

; 

𝑑𝑙஘଴ ൌ 𝑟𝑑θ, 𝑑𝑙஘ ൌ ρ𝑑θ, 

где 𝑑𝑙௠଴ и 𝑑𝑙௠ – соответственно длина рассматриваемого элемента в меридиональном направле-
нии до и в процессе формообразования; 𝑑𝑙஘଴ и 𝑑𝑙஘ – соответственно длина рассматриваемого эле-
мента в тангенциальном (окружном) направлении до и в процессе формообразования;  
φ଴ и φ – угол между касательной к рассматриваемому элементу оболочки в меридиональном се-
чении и горизонталью до и в процессе формообразования соответственно; θ – угол, определяю-
щий положение рассматриваемого элемента по окружности в цилиндрической системе координат. 

Таким образом, относительные деформации в цилиндрической системе координат опреде-
ляются следующими соотношениями: 

- меридиональные относительные деформации  

ε௠ ൌ
𝑑𝑙௠ െ 𝑑𝑙௠଴

𝑑𝑙௠଴
ൌ

𝑑ρ
𝑑𝑟

cos φ଴

cos φ
െ 1; 

- тангенциальные (окружные) относительные деформации  

ε஘ ൌ
𝑑𝑙஘ െ 𝑑𝑙஘଴

𝑑𝑙஘଴
ൌ

ρ
𝑟

െ 1. 

Принимая во внимание уравнения связи между логарифмическими и относительными де-
формациями [1], получим выражения для логарифмических деформаций:  
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Рис. 1. Деформация элемента тонкостенной оболочки в меридиональном  
и тангенциальном (окружном) направлениях 

 
В этом случае уравнение совместности логарифмических деформаций в координатах Эйле-

ра для тонкостенных осесимметричных оболочек в цилиндрической системе координат запишется 
в виде 

𝑑𝑒஘

𝑑ρ
ൌ

1 െ
cos φ଴
cos φ exp ሺ𝑒஘ െ 𝑒௠ሻ

ρ
, (6) 

 

где 𝑒஘ – тангенциальные (окружные) логарифмические деформации; 𝑒௠ – меридиональные лога-
рифмические деформации; φ଴ и φ – угол между касательной к рассматриваемому элементу обо-
лочки в меридиональном сечении и горизонталью до деформирования и в процессе формообразо-
вания соответственно. 

Таким образом, получены уравнения совместности логарифмических деформаций в коор-
динатах Эйлера для объёмного и плоского осесимметричного деформированного состояния (5), а 
также для тонкостенных осесимметричных оболочек в цилиндрической системе координат (6). 

Использование этих уравнений позволит значительно уменьшить погрешности расчётов 
при анализе широкого ряда процессов обработки металлов давлением. 
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