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Аннотация. В исследовании построена математическая модель условной оптимизации прибыли при огра-

ничениях на количество продаваемых услуг, стоимость единицы услуги. При построении модели оптими-

зации учитывалась предыстория продаж услуг. Ввиду нелинейности системы уравнений оптимизации це-

левой функции использовался метод множителей Лагранжа. Поиск оптимальных значений количества про-

даваемых услуг проводился в последовательных приближениях с помощью метода Ньютона-Рафсона. С 

целью проверки сходимости итерационного алгоритма решения проведена серия численных экспериментов 

для заданных условий продаж, найдены оптимальные значения стоимости и количества продаваемых 

услуг, обеспечивающих максимум функции прибыли. 

 

Summary. In the study, a mathematical model of conditional profit optimization is constructed with restrictions on 

the number of services sold and the cost of a unit of service. When building the optimization model, the back-

ground of sales of services was taken into account. Due to the nonlinearity of the system of equations for optimiz-

ing the objective function, the Lagrange multiplier method was used. The search for optimal values of the number 

of services sold was carried out in successive approximations using the Newton-Raphson method. In order to verify 

the convergence of the iterative algorithm of the solution, a series of numerical experiments were carried out for 

given sales conditions, optimal values of the cost and quantity of services sold were found, providing the maximum 

profit function. 
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УДК 519.8 

 

На сегодняшний день в экономической сфере всѐ активнее продаются юридические, обра-

зовательные, психологические и прочие виды услуг. Особенностью этих услуг является то, что 

они требуют меньшее количество затрат по сравнению с продажей товаров, а в некоторых случаях 

затраты вообще отсутствуют. В результате возникает проблема: какую стоимость должна иметь 

услуга, чтобы обеспечить достаточный спрос и максимальную прибыль? При этом, как правило, 

количество продаваемых услуг за фиксированный промежуток времени ограничено, что с практи-

ческой стороны обусловлено физическими возможностями продавца оказать n-е количество услуг 



 

 

 

за день, неделю, месяц или другой временной промежуток. В большинстве случаев продавец ори-

ентируется на среднерыночную стоимость услуги. Однако многое зависит от качества выполняе-

мых услуг и спроса. При небольшой стоимости спрос на услугу вырастет, и продавец, ввиду огра-

ничений на количество оказываемых услуг, не сможет обеспечить баланс спроса и предложения. В 

противоположной ситуации, при высокой стоимости услуги, предложение превысит спрос и про-

давец потеряет потенциальных покупателей и возможный доход. Соответственно, возникает про-

блема оптимального выбора стоимости и количества услуг при максимизации прибыли. 

Описанная проблема требует применения методов экономического анализа, которые нераз-

рывно связаны с областью математического моделирования. Актуальность исследования обу-

словлена тем, что сфера услуг стала активно развиваться в последнее десятилетие. Динамично 

развивающиеся экономические процессы требуют быстрой реакции и эффективных алгоритмов 

для принятия решений в вопросе конкурентной борьбы за место на рынке услуг. Практическая 

значимость математических моделей оптимизации в области сферы услуг обусловлена тем, что их 

применение позволит существенно рационализировать затраты и количество продаваемых услуг. 

Новизна исследования обусловлена новой постановкой задачи оптимизации, где предложе-

на целевая функция оптимизации прибыли, которая зависит от предыстории продаж, ограничений 

на стоимость единицы услуги и количество продаваемых услуг. В рамках исследования разрабо-

таны численная методика, новая программа для ЭВМ и получены новые результаты, позволяющие 

сопоставить различные варианты продаж услуг с целью максимизации прибыли. Следует отме-

тить, что в современных экономических исследованиях, как правило, основные вопросы оптими-

зации прибыли решаются с помощью прикладных методов для конкретных объектов исследова-

ния [1–14]. Согласно анализу современного состояния вопроса исследования, методы математиче-

ского анализа, моделирования и прогнозирования в сфере экономики и других областях рассмот-

рены в трудах [15–17]. Среди зарубежных исследований, посвящѐнных вопросам моделирования 

оптимизационных процессов экономики, можно отметить работы [18–20]. Отличием данного ис-

следования является предложенная постановка задачи оптимизации прибыли в обобщѐнной фор-

мулировке, что обеспечивает применимость предложенной модели условной оптимизации в лю-

бой из областей сферы услуг, а именно продаже юридических, образовательных, психологических 

услуг, а также услуг индустрии красоты и т. д. 

Таким образом, объектом исследования являлась сфера продажи услуг, предметом иссле-

дования – соотношение между стоимостью и количеством продаваемых услуг, оптимизирующее 

прибыль. Цель исследования заключалась в оптимизации прибыли при продаже услуг с ограниче-

ниями на стоимость за единицу услуги и возможное количество оказываемых услуг за фиксиро-

ванный промежуток времени. В соответствии с поставленной целью определены задачи исследо-

вания: построение модели условной оптимизации прибыли, разработка численного подхода для 

решения задачи нелинейной оптимизации с помощью методов исследования (метода множителей 

Лагранжа и метода Ньютона-Рафсона); разработка программного алгоритма и проведение серии 

расчѐтов для оценки сходимости предложенной численной методики оптимизации прибыли. 

При рассмотрении задачи условной оптимизации целевой функцией являлась прибыль  , 

определяемая разностью дохода и затрат на продажу услуг: 

  (   )     (1) 

где   – стоимость единицы услуги;   – затраты продавца на продажу единицы услуги;   – количе-

ство проданных услуг за фиксированное время  ;   – прочие расходы. 

Поскольку оптимизация прибыли (1) зависит от качества оказываемых услуг и спроса, важ-

ной представляется предыстория продаж. Поскольку с ростом стоимости количество продаваемых 

услуг снижается ввиду снижения потребительского спроса, опишем изменение стоимости S от ко-

личества проданных услуг n убывающей показательной функцией: 

     
    (2) 

где      – константы, определяемые из предыстории продаж. 



 

 

 

Рассмотрим смысл констант, входящих в уравнение (2):    представляет собой критиче-

скую стоимость, выше которой отсутствует потребительский спрос (при          ). Константа 

а определяется отношением критической стоимости    к стоимости       
  , при которой обес-

печивается единичный спрос на услугу за время t: 

  
  

  
  (3) 

Если известна информация о том, при какой стоимости нет спроса    и при каком снижении 

цены на  , %, будет обеспечен единичный спрос    на услугу, то константа   может быть опреде-

лена согласно табл. 1. 
 

Таблица 1  

Соотношение снижения   критической стоимости для обеспечения единичного спроса  

от основания   показательной функции (3) 

Процент снижения критической стоимости для обеспече-

ния единичного спроса:   (     )        ⁄  
Основание   функции (2) 

01 % 1,01 

10 % 1,11 

20 % 1,25 

50 % 2 
 

Если информация о единичном спросе отсутствует, но имеются данные о спросе   покупа-

телей при стоимости услуги    и спросе   покупателей при стоимости услуги    константы       

могут быть определены из условий 

      
  

      
  }  (4) 

Решая систему (4), получим значения требуемых констант: 

  (
  

  
)

 
   

      (
  

  
)

 
   

  

Согласно максимизации целевой функции   , переменными оптимизации являются стои-

мость единицы услуги   и количество   проданных услуг:  

        
   

   

Поскольку количество проданных услуг   за фиксированный промежуток времени не мо-

жет превышать предельное значение   , а стоимость товаров не может быть меньше затрат на реа-

лизацию услуги    , постановка задачи условной оптимизации примет вид 

  (   )         
     

      
        
       

(5) 

Для решения задачи оптимизации с ограничениями вида равенств и неравенств (5) приме-

ним метод множителей Лагранжа [17]. Функция Лагранжа в данном случае примет вид 

 (               )    (       )    (     
  )    (    )    (   )  (6) 

где  *           + – множители Лагранжа. 



 

 

 

Для удовлетворения необходимого условия экстремума найдѐм частные производные 

функции (6) по     и составим систему для поиска оптимального решения:  

           

  (   )       
          

     
    

  (    )   

  (   )   }
 
 

 
 

  (7) 

Решением системы (7) будет являться точка  (                   )  Рассмотрим случаи при 

                          
1. Если            учитывая, что       получим, что весь вектор  *           + явля-

ется нулевым. Соответственно, единственность решения задачи (7) не достигается. 

2. Если            то искомое решение достигается на границе допустимой области 

     в точке 

 (   
   

                )  

Тогда эффективная прибыль согласно (5) будет определяться соотношением 

     (   
   

  )      (8) 

3. Если           система (7) примет вид 

     
(   )      

       
     

    
    
    }

 
 

 
 

  (9) 

Решение системы (9) сводится к решению нелинейного уравнения относительно    

   
  (      )       (10) 

Уравнение (10) ввиду нелинейности не имеет аналитического решения, поэтому решение 

будем проводить в последовательных приближениях с помощью метода Ньютона-Рафсона [17], 

согласно итерационной схеме: 

 (   )   ( )   ( )  

 ( )   (
  

  
)
  

[   
  ( )

(   ( )    )   ]  
(11) 

где   – номер итерации;   – левая часть уравнения (10) в k-м приближении;   – коэффициент 

       для обеспечения сходимости итерационного процесса согласно условию 
|       ⁄ |    .  

Критерий остановки итерационного процесса 

|
 (   )   ( )

 (   )
|     

где   – заданная точность расчѐта. 

Для проверки условия максимума целевой функции используем критерий Сильвестра, со-

гласно которому матрица Гессе в найденной точке должна быть определена отрицательно. По-

строим матрицу Гессе используя вторые частные производные функции Лагранжа (6): 



 

 

 

    

(

 

   

   

   

    
   

    

   

   )

      (
   

        
       

)  

При      определитель матрицы Гессе |   |   (  )
   , соответственно, условие мак-

симума функции прибыли выполняется.  

4. Если            тогда оптимальное решение достигается в граничной точке: 

 (   
   

                   
   

(       )   )  

В этом случае максимум функции прибыли аналогичен соотношению (8). 

При решении задачи оптимизации прибыли оптимальное значение   может оказаться неце-

лым, однако из физического смысла   как количества услуг, следует что      Соответственно, 

необходимо округлить полученное оптимальное решение  ̂  до ближайшего целого в меньшую и 

большую сторону, применив функции «пол» ⌊ ̂⌋  и «потолок» ⌈ ̂ ⌉  и сравнить значения прибыли 

при данных значениях:  

⌊ ̂⌋     *    |    ̂+  

⌈ ̂ ⌉     *    |    ̂+  
(12) 

По найденным значениям ⌊ ̂⌋ и ⌈ ̂ ⌉ согласно (12) определяются значения функции прибыли 

и выбирается оптимальное значение из условия 

        {(   
 ⌊ ̂⌋   )⌊ ̂⌋     (   

 ⌈ ̂ ⌉   )⌈ ̂ ⌉   }  

Стоимость единицы услуги из условия максимизации прибыли определяется 

     
      

    
        , -|       

где , ̂-|      – округлѐнное до целого количество услуг, доставляющее максимум функции. 

Если оптимальное решение для количества услуг превышает предельное значение  ̂      
то максимальная прибыль будет достигаться при          

     (   
   

  )             
   

  

Кроме того, интерес представляет частный случай оптимизации функции прибыли, когда 

затраты несущественны и ими можно пренебречь в формуле (5) при          

     
     (13) 

Используя необходимое и достаточное условия экстремума функции (13), получим 
 

  

  
 (      )   

       ̂  
 

   
   (14) 

   

   
 ,   (      )   -            (15) 

 

Подставим найденное значение  ̂ из (14) в соотношение (15): 

   

   
|
   ̂

  
     

 
    (16) 

Отрицательность соотношения (16) следует из      ,  т.  к.     . Соответственно, тре-

буемые условия достижения максимума функции прибыли выполняются, и оптимальная прибыль 

может быть определена из условий 



 

 

 

        {   
 ⌊

 
   

⌋ ⌊
 

   
⌋      

 ⌈
 

   
⌉ ⌈

 

   
 ⌉}  (17) 

Представленная математическая модель (5) и численная методика расчѐта оптимизации 

прибыли были запрограммированы в среде MathCad 15 согласно алгоритму, представленному на 

блок-схеме (см. рис. 1).  

 
 

Рис. 1. Блок-схема расчѐта условной оптимизации прибыли 



 

 

 

Сопоставим результаты расчѐтов, задав условия оптимизации: пусть стоимость услуги, 

начиная с которой нет спроса     ; затраты на расходы  составляют 10 % от критической 

стоимости, т. е.         Ограничение по количеству продаваемых услуг за рассматриваемый 

период:          Для проведения итерационного процесса: начальное приближение  ( )     
                

Результаты расчѐта проведены при различных условиях снижения критической стоимости 

для обеспечения единичного спроса  *                  + (см. табл. 2 и рис. 2). 

 

Таблица 2 

Результаты условной оптимизации прибыли 

     ̂ ⌊ ̂⌋ ⌈ ̂ ⌉  (⌊ ̂⌋)  (⌈ ̂ ⌉)                

1 78,50 78 79 0,460 0,456 28,09 0,456 79 

10 7,49 7 8 0,481 0,434 2,67 0,48 7 

20 3,50 3 4 0,512 0,410 1,24 0,410 4 

50 1,13 1 2 0,5 0,25 0,40 0,5 1 

 

 
 

Рис. 2. Зависимость расчѐтного значения количества продаваемых услуг  ̂  

от количества итераций  :                                      

 

На рис. 2 видно, что сходимость итерационного процесса при определении оптимального 

количества      продаваемых услуг достигается за 5 итераций. В табл. 2 представлены данные о 

максимальной прибыли       сочетании оптимальной стоимости за единицу услуги      и количе-

ства      продаваемых услуг за фиксированный промежуток времени. Результаты исследования 

показывают, что высокая стоимость за единицу услуги не всегда обеспечивает максимум прибыли, 

как и большое количество продаваемых услуг. 

Зависимость прибыли от количества продаваемых услуг представлена для частного случая 

(13), (17) на рис. 3. Полученные кривые наглядно демонстрируют наличие максимума функции 

прибыли и еѐ снижение при большом количестве продаваемых услуг, поскольку стоимость едини-

цы услуги в этом случае снижается. 

 



 

 

 

 
Рис. 3. Зависимость прибыли от количества проданных услуг при        : 

                                     
 

Таким образом, построенная модель условной оптимизации прибыли и предложенная чис-

ленная методика поиска оптимального решения имеют важную практическую значимость в эко-

номической сфере, поскольку позволят на практике определить оптимальную стоимость единицы 

услуги, количество продаваемых услуг, тем самым повысив эффективность продаж и финансовый 

доход. 
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