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Аннотация. В исследовании проведено конечно-элементное моделирование задачи о трещине отрыва с 

использованием принципа суперпозиции. Задача о растяжении пластины с трещиной была заменена про-
стыми схемами нагружения: растяжением полосы без дефекта и нагружением поверхности трещины пла-

стины. Сравнительный анализ для различных схем нагружения проводился для интенсивности напряжений, 
интенсивности относительных деформаций и результирующих перемещений. Представлены результаты 

использования принципа суперпозиции для линейно-упругой модели материала и упругопластической мо-
дели с линейным упрочнением. 
 

Summary. In the study, finite element modeling of the crack problem using the superposition principle was carried 
out. The problem of stretching a plate with a crack was replaced by simple loading schemes: stretching a strip 

without a defect and loading the crack surface of the plate. A comparative analysis for various loading schemes was 

carried out for the intensity of stresses, the intensity of relative deformations and the resulting displacements. The 
results of using the superposition principle for a linear elastic model of a material and an elastic-plastic model with 

linear hardening are presented. 
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Современное развитие методов повышения прочности изделий и конструкций неразрывно 

связано с оценкой трещиностойкости материалов. Первыми исследованиями в области механики 

разрушения занимался учѐный А. А. Гриффитс [1], внѐсший наибольший вклад в развитие теории 



 

 

 

разрушения. Стоит отметить, что вопрос разрушения во многих исследованиях связывают с до-

стижением эквивалентными напряжениями некоторого предельного значения. Однако вследствие 

сложного нагружения, длительного силового или теплового воздействия, а также вследствие не-

однородностей самого материала причинами разрушения могут являться появление или развитие 

уже имеющихся трещин в материале. Данный подход к оценке прочностного ресурса изделия осо-

бенно важен при исследовании напряжѐнно-деформированного состояния лопаток турбин, кото-

рые разрушаются вследствие зарождения трещины и последующего отрыва части лопатки. Тур-

бинные лопатки в процессе эксплуатации подвергаются воздействию различного рода нагрузок, 

соответственно, для разработки методов термопрочностной защиты лопаток, а также подходов для 

диагностирования трещин в этих элементах турбомашин необходима методика, адекватно отра-

жающая напряжѐнно-деформированное состояние тел с трещинами [2–7]. В этой связи становится 

актуальным вопрос о системе допущений, позволяющих упростить постановку исследуемой зада-

чи. Одним из эффективных подходов при решении задач о трещинах является использование 

принципа суперпозиции. Поэтому в данной работе требовалось провести конечно-элементное мо-

делирование задачи о трещине и оценить допустимость использования принципа суперпозиции 

для модели линейно-упругого материала и упругопластического материала с линейным упрочне-

нием.  

Согласно анализу литературных источников на сегодняшний день при решении задач о 

трещинах достаточно часто используют принцип суперпозиции, который позволяет существенно 

упростить решение задачи, в частности задачи линейной теории упругости. Согласно данному 

принципу сложная система нагрузок заменяется суммой более простых. Результат для сложной 

задачи будет равен сумме результатов отдельных простых задач [1]. Известно, что при решении 

задачи о трещине напряжения вне области трещины возрастают, устремляясь к бесконечности по 

мере приближения к вершине трещины, поэтому в вершине трещины практически всегда развива-

ется пластическая область деформирования. Однако в инженерной практике ввиду простоты ме-

тодов расчѐта линейной механики разрушения используется теория А. Гриффитса. Кроме того, 

данная теория может быть использована для упругопластичного материала в том случае, если зона 

пластичности в вершине трещины не превышает еѐ берегов. 

Рассмотрим применение принципа суперпозиции для пластины с трещиной, нагруженной 

напряжением   (схема I на рис. 1). Данную задачу можно представить в виде суммы двух простых 

задач. По схеме III (см. рис. 1) рассматривается растяжение пластины без дефекта, а по схеме II 

нагрузка приложена по поверхности трещины [1].  

 

 
 

Рис. 1. Использование принципа суперпозиции в задаче о трещине 
 

Активное развитие и внедрение в производство программных пакетов конечно-элементного 

анализа даѐт возможность провести численный расчѐт задачи о трещине. С этой целью будем ис-

пользовать CAE-программную систему ANSYS 19. 



 

 

 

Ввиду наличия осей симметрии задачи будем строить конечно-элементную модель для чет-

верти пластины с трещиной при следующих граничных условиях (см. рис. 2): 

                            

                            

где           перемещения вдоль осей                         вращения в плоскостях  

           . 

В случае схем нагружения I и III (см. рис. 1) 

напряжение прикладывалось по краям пластины: 

    , где   – внешнее давление, а в схеме II – по 

берегам трещины        
Для проведения сравнительного анализа 

напряжѐнно-деформированного состояния для схем 

нагружения I, II, III (см. рис. 1) введѐм  *       + – 

вектор результатов расчѐта, где искомыми величи-

нами являются: 

– интенсивность напряжений: 

   
 

√ 
√(     )  (     )  (     )   

здесь           главные напряжения; 

– интенсивность относительных деформаций: 

   
 

√ (    )
√(     )  (     )  (     )   

здесь          главные относительные деформации;     эффективный коэффициент 

на,                                      здесь    коэффициент Пуассона при упругом де-

формировании,     относительная деформация, соответствующая пределу текучести; 

– результирующие перемещения: 

  √  
    

    
   

Погрешность применения принципа суперпозиции при оценке напряжѐнно-

деформированного состояния пластины с трещиной будем определять следующим образом: 

  |
 ( )  ( (  )   (   ))

 ( )
|        

где  ( )  (  )  (   ) – результаты исследуемой величины по схемам нагружения I, II, III.  

Условие перехода материала в стадию пластичности согласно критерию Губера-Мизеса: 

       где     предел текучести материала.  

Для контроля возможного неустойчивого развития трещины отрыва коэффициент интен-

сивности напряжений будем определять согласно формуле А. Гриффитса с поправкой Ирвина для 

геометрии данной задачи [1]: 
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)  

где    ширина пластины. 

Условие начала быстрого роста трещины         где      вязкость разрушения. 

 
Рис. 2. Пластина с трещиной 



 

 

 

В исследовании требовалось проверить принцип суперпозиции при упругом и упругопласти-

ческом деформированиях. С этой целью рассмотрим на первом этапе расчѐт напряжѐнно-

деформированного состояния тела с трещиной при поверхностной нагрузке         . При такой 

нагрузке напряжѐнно-деформированное состояние остаѐтся в пределах упругого деформирования 

пластины, остаточные деформации не возникают. На втором этапе исследования рассмотрим 

напряжѐнно-деформированное состояние тела при нагрузке          . Для данного числового 

значения нагрузки обеспечивается переход материала в область пластического деформирования.  

В качестве материала использовался жаропрочный высоколегированный сплав 

15Х12ВНМФ, широко используемый в качестве материала лопаток турбин. Механические харак-

теристики сплава 15Х12ВНМФ: плотность           ⁄    модуль упругости I рода  

                            предел прочности              относительное остаточное 

удлинение после разрыва         Для построения модели материала в ANSYS будем использо-

вать упругопластическую модель с линейным упрочнением, в этом случае тангенциальный модуль 

            . Геометрические характеристики пластины: высота        ширина        толщи-

на       Длина трещины          При создании конечно-элементной сетки четверти пластины 

было создано 1576 узлов и 204 элемента. 

Результаты расчѐта напряжѐнно-деформированного состояния пластины с трещиной для 

линейной упругой модели материала представлены на рис. 3-5, табл. 1. При проведении числен-

ных расчѐтов сходимость итерационных процессов в случаях упругого деформирования при 

         достигалась за 7 итераций. Коэффициент интенсивности напряжений  

            ⁄   что существенно ниже вязкости разрушения стальных сплавов согласно [9], где 

              ⁄   
 

      а)                                                    б)                                                  в) 

 
 

Рис. 3. Напряженное состояние (МПа) при поверхностной нагрузке 30 МПа: 

а – схема нагружения I; б – схема нагружения II; в – схема нагружения III 
 

Оценку напряжѐнно-деформированного состояния будем проводить для точки    вблизи 

вершины трещины при     ⁄       и точки   (см. рис. 2), которой соответствуют максималь-

ные перемещения берега трещины. 
 

   а)                                                    б)                                                    в) 

 
 

Рис. 4. Деформированное состояние при поверхностной нагрузке 30 МПа: 

а – схема нагружения I; б – схема нагружения II; в – схема нагружения III 



 

 

 

      а)                                                   б)                                                 в) 

 
 

Рис. 5. Распределение перемещений (мм) при поверхностной нагрузке 30 МПа: 

а – схема нагружения I; б – схема нагружения II; в – схема нагружения III 

 

Таблица 1  

Результаты напряжѐнно-деформированного состояния для точек    и   при линейно-упругом  

деформировании пластины с трещиной 

Результаты 
Результат  ( ) 
при схеме I 

Результат  (  ) 
при схеме II 

Результат  (   ) 
при схеме III 

Относительная по-

грешность     

                    

Интенсивность 

напряжений 

         

68,8 124 42,5 100 27,5 27 1,7 2,4 

Интенсивность де-

формаций         
0,032 0,04 0,018 0,03 0,013 0,01 3 0 

Результирующие 

перемещения 

           

0,65 0,019 0,57 0,017 0,07 0 1,5 6 

 

Согласно результатам расчѐта интенсивности напряжений, интенсивности относительных 

упругих деформаций использование принципа суперпозиции в задаче о трещине при линейно-

упругом деформировании даѐт небольшую погрешность – не более 3 %, для перемещений – 6 %. 

Следует отметить, что при использовании принципа суперпозиции основное влияние на суммар-

ный результат расчѐта напряжѐнно-деформированного состояния оказывают результаты при 

нагружении поверхности трещины согласно схеме II. 

Результаты расчѐта напряжѐнно-деформированного состояния пластины с трещиной для 

упругопластической модели материала при нагрузке           представлены на рис. 6-8, 

табл. 2. При проведении численных расчѐтов сходимость итерационных процессов в случаях 

упругопластического деформирования достигалась за 16 итераций. Коэффициент интенсивности 

напряжений:              ⁄   что меньше вязкости разрушения материала. 
 

    а)                                                    б)                                                  в) 

 

Рис. 6. Напряжѐнное состояние (МПа) при поверхностной нагрузке 170 МПа: 

а – схема нагружения I; б – схема нагружения II; в – схема нагружения III 



 

 

 

      а)                                                    б)                                                  в) 

 
 

Рис. 7. Деформированное состояние при поверхностной нагрузке 170 МПа: 

а – схема нагружения I; б – схема нагружения II; в – схема нагружения III 
 

Согласно результатам расчѐта напряжѐнно-деформированного состояния пластины с тре-

щиной в области упругопластического деформирования использование принципа суперпозиции 

приводит к значительным погрешностям (более 20 %) для интенсивности напряжений, интенсив-

ности относительных пластических деформаций и результирующих перемещений. 
 

      а)                                                    б)                                                  в) 

 
 

Рис. 8. Распределение перемещений (мм) при поверхностной нагрузке 170 МПа: 

а – схема нагружения I; б – схема нагружения II; в – схема нагружения III 
 

Таблица 2 

Результаты напряжѐнно-деформированного состояния в точках    и   для упругопластического 

материала с линейным упрочнением 

Результаты 
Результат  ( ) 
при схеме I 

Результат  (  ) 
при схеме II 

Результат  (   ) 
при схеме III 

Относительная по-

грешность     

                    

Интенсивность 

напряжений  

         

518 518 470 505 160 152 21,6 30,7 

Интенсивность пла-

стических деформа-

ций         

0,8 0,75 0,2 0 0 0 75 100 

Результирующие пе-

ремещения        
0,12 0,28 0,06 0,13 0,004 0 47 53 

 

Таким образом, представленные результаты исследования конечно-элементного моделиро-

вания задачи о трещине позволяют сделать вывод о допустимости использования принципа су-

перпозиции в том случае, если рассматривается модель линейно-упругого материала или напря-

жения, возникающие в теле, не превосходят предела текучести. Однако в случае, если приложен-

ные к телу нагрузки вызывают напряжения и деформации, соответствующие переходу тела в ста-



 

 

 

дию пластичности, применение принципа суперпозиции может привести к неадекватному резуль-

тату ввиду большой погрешности. 
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