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Аннотация. Приведены результаты исследований пластических деформаций железобетонных конструкций 
на стадии близкой к разрушению с использованием диаграмм «момент-кривизна». Установлены значения 
деформаций бетона и арматуры, соответствующие началу и концу пластической стадии на диаграмме «мо-
мент-кривизна», и параметры ниспадающего участка этих диаграмм для разных величин относительной 
высоты сжатой зоны и классов бетона. Определена протяжённость пластического участка железобетонного 
элемента при различных процентах армирования и классах бетона, влияющая на перераспределение уси-
лий. Для исследуемых элементов предложены кусочно-линейные диаграммы «момент-кривизна». 
 
Summary. The results of studies of plastic deformations of reinforced concrete structures at the stage close to fail-
ure using «moment-curvature» diagrams are presented. The values of concrete and reinforcement deformations cor-
responding to the beginning and the end of the plastic stage on the «moment-curvature» diagram and the parame-
ters of the descending section of these diagrams for different values of the relative height of the compressed zone 
and concrete classes have been determined. The extent of the plastic section of a reinforced concrete element at 
different percentages of reinforcement and concrete classes, influencing the redistribution of forces, is determined. 
Piecewise linear diagrams «moment-curvature» are proposed for the investigated elements. 
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ность, кривизна, нисходящая ветвь. 
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Введение. Учёт пластических свойств железобетона позволяет выявить резервы прочности 
конструктивной системы и повысить технико-экономическую эффективность проектных решений 
[1; 2; 13]. Поэтому исследования, направленные на совершенствование методов проектирования 
зданий с учётом неупругих свойств железобетона, являются актуальными [7; 12; 14]. Деформаци-
онные свойства сечения при изгибе определяются зависимостью между изгибающим моментом и 
кривизной. Расчёт несущей системы с учётом физической нелинейности основан на применении 
таких зависимостей с описанием для них параметров пластичности, предельной кривизны и нис-
падающего участка на диаграмме «момент-кривизна». 

Постановка задачи исследования. Характер диаграммы деформирования зависит от сте-
пени армирования, класса бетона и других факторов. Особое значение для диаграммы «М-æ» име-
ет поведение продольной арматуры, поэтому в данной работе экспериментально изучались де-
формационные свойства арматурной стали класса А500. Автоматизированный расчёт диаграмм 
при изгибе выполнялся по деформационной расчётной модели [3; 9; 10; 11]. При этом зависимости 
для сжатого и растянутого бетона принимались согласно [4] с учётом работ [6; 8].  

Выполнение исследований. Программа исследований включала в себя изучение поведе-
ния железобетонных элементов с размерами поперечного сечения 60×20 см и арматурой класса 
А500 на стадии близкой к разрушению и оценку их пластических свойств. В процессе машинных 
экспериментов варьировались те параметры, которые влияют на пластические свойства железобе-
тонных элементов при изгибе: класс бетона, относительная высота сжатой зоны и процентное со-
держание продольной арматуры. Поперечное армирование при определённых условиях тоже мо-
жет существенно изменить поведение железобетонного элемента в стадии псевдопластического 
деформирования, влияя на работу сжатого бетона, что мы наблюдали в проведённых ранее экспе-
риментах [5]. Диаграмма состояния растянутой арматуры принималась по результатам испытаний 
на машине INSTRON арматурной стали класса А500 диаметром 12 мм, изготовленной Комсомоль-
ским-на-Амуре металлургическим предприятием ООО «Амурсталь». Средние по образцам дефор-
мации в начале и в конце площадки текучести составили соответственно 2,9×10-3 и 19,8×10-3 при 
значении предела текучести 555 MПa. 

На первом этапе оценивалось влияние класса бетона. Были построены полные диаграммы 
«момент-кривизна» для разных классов бетона при трёх значениях относительной высоты сжатой 
зоны: 

1. ξ = 0,1. Характер зависимостей был сохранён для всех классов бетона. Все графики име-
ли восходящий участок, пластическую стадию и ниспадающий участок. Программный комплекс 
позволил оценивать изменение напряжённо-деформированного состояния сечения на всех этапах 
расчёта. Для восходящего участка отмечались незначительное снижение жёсткости за счёт нели-
нейной работы растянутого бетона до образования трещин и изменение угла наклона графика  
«М-æ» после появления трещин. Ключевой точкой на диаграмме является точка, при которой 
начинается пластическая стадия. Деформации бетона на крайнем сжатом волокне и растянутой 
арматуры в этот момент обозначены εb1,pl и εs1,pl соответственно, а кривизна – æ1,pl. Расчёты пока-
зали, что для всех классов бетона величина εb1,pl практически не изменялась (см. табл. 1) и может 
рассматриваться как фиксированный параметр. В вычислениях для изгибаемых элементов при 
других размерах сечений (45×15 см и 90×30 см) с такими же классами бетона и значением ξ = 0,1 
деформация εb1,pl осталась без изменений. Деформации растянутой арматуры в момент начала пла-
стической стадии сечения εs1,pl равны деформациям в начале площадки текучести на диаграмме 
растяжения арматуры и всегда считаются известными при диаграммном методе расчёта.  

Деформации бетона на крайнем сжатом волокне и в растянутой арматуре в момент, соот-
ветствующий окончанию пластической стадии на диаграмме «М-æ», обозначены εb2,pl, εs2,pl, а кри-
визна – æ2,pl. Как показали машинные эксперименты, деформация εb2,pl также является фиксиро-
ванной величиной (см. табл. 1) при ξ = 0,1 независимо от размеров сечения. Деформация растяну-



 
 
 
той арматуры при кривизне æ2,pl соответствует значению деформации в конце площадки текучести 
экспериментальной диаграммы растяжения арматуры.  

 
Таблица 1 

Деформации параметрических точек «момент-кривизна» 

Класс  
бетона 

Деформации параметрических точек  (εꞏ103)  
ΔМ, % 

εb1,pl εb2,pl εb1 εb2 εs2 
В20 0,8 2,6 1,6 7,8 13,1 9,40 
В40 0,9 2,7 1,7 6,2 10,4 8,07 
В60 1,0 2,8 1,8 5,2     8,71 6,67 

 
В расчётах железобетонных элементов при малых значениях ξ = 0,1 после достижения в 

растянутой арматуре деформаций εs2,pl фиксировалась стадия так называемой псевдопластичности, 
что соответствует ранее проведённым испытаниям сжато-изогнутых элементов [8]. Результаты 
расчётов показали, что арматура после текучести переходит работать в зону упрочнения. Высота 
сжатой зоны бетона, которая уменьшалась при текучести арматуры, начинает расти и уравнове-
шивает увеличение усилия в арматуре. Это приводит к незначительному росту изгибающего мо-
мента, образуя стадию псевдопластичности. На дальнейших этапах расчёта суммарное усилие в 
сжатом бетоне за счёт разрушения краевых волокон начинает снижаться, точка приложения этого 
усилия смещается к растянутой грани элемента, а в растянутой арматуре начинается разгрузка. 
Этот процесс определяет ниспадающую ветвь на диаграмме «момент-кривизна» при разрушении 
сечения (см. рис. 1, а).  

Предельную кривизну в конце стадии псевдопластичности обозначим æ3 и введём параметр 

kæ как коэффициент, учитывающий стадию псевдопластического деформирования. Тогда кривизна 
æ3 = æ2,plꞏkæ, где значения kæ равны 2,7; 2,1; 1,8 соответственно для бетонов класса В20, В40 и В60 
по результатам проведённых машинных экспериментов. Таким образом, суммарная протяжён-
ность пластического участка при бетоне В20 на 21 % больше, чем при бетоне В40, и на 32 % 
больше, чем при бетоне В60, что определяется непосредственно диаграммами сжатия бетона. 
Предельные деформации бетона с увеличением его класса снижаются, а ниспадающая ветвь ста-
новится более крутой, что и приводит к уменьшению предельной кривизны железобетонных эле-
ментов для более прочных бетонов. 

2. ξ = 0,25. В этом машинном эксперименте рассматривались железобетонные элементы с 
такой же диаграммой рабочей арматуры, размерами сечения и классами бетона. Относительная 
высота сжатой зоны принималась меньше граничной. Аналогично элементам с ξ = 0,1, полученные 
диаграммы имели три основных участка: восходящий, пластический и ниспадающий. На восхо-
дящем участке сохранялась практически линейная зависимость до момента образования трещин, а 
также и после образования трещин, но уже с пониженной жёсткостью. Кривизны в начале и в кон-
це пластического участка обозначены æ1,pl и æ2,pl. Поведение этой группы образцов в пластической 
стадии отличалось от образцов, рассчитанных при ξ = 0,1, т. к. увеличилось количество арматуры. 
Поэтому к началу пластической стадии (æ1,pl) деформации сжатого бетона и высота сжатой зоны 
были более значительными, чем в первых расчётах. Как и в первой серии, деформация на крайнем 
сжатом волокне εb1 для элементов с различными размерами поперечного сечения имела фиксиро-
ванное значение, практически не зависящее от класса бетона (см. табл. 1). Деформации растянутой 
арматуры в сечении при вычислении æ1,pl равны деформациям εs в начале площадки текучести 
диаграммы «σs–εs». В пластической стадии работы элемента усилие в арматуре оставалось посто-
янным, соответствующим пределу текучести. Однако изгибающий момент при этом начинал сни-
жаться на 7-9 % к концу пластической стадии (см. табл. 1), т. к. уменьшался момент сжатой зоны. 
Это связано с более равномерным напряжением волокон сжатой зоны и меньшей способностью их 
к перераспределению в пределах сечения при высоком значении ξ. За окончание пластической 
стадии предложено принимать кривизну æ2,pl. При этой кривизне начинается разгрузка растянутой 



 
 
 
арматуры (см. рис. 1, б). Деформации арматуры εs2 и соответствующие им деформации бетона на 
крайнем сжатом волокне εb2 приведены в табл. 1. Значения εb2 в этом случае не остаются постоян-
ными, как при ξ = 0,1, а зависят от класса бетона, т. к. арматура не успевает пройти полностью 
площадку текучести и начало разгрузки арматуры определяется неупругими свойствами сжатого 
бетона. Поэтому величины εb2 и εs2 снижаются с повышением класса бетона. На этапе ниспадаю-
щей ветви происходит дальнейшая разгрузка арматуры, напряжения в краевых волокнах сжатого 
бетона равны нулю и нейтральная ось перемещается к растянутой арматуре. 

 
                         а) 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                         б) 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
Рис. 1. Полные диаграммы «момент-кривизна» для железобетонных элементов  

с арматурой А500: а  при ξ = 0,1; б – при ξ = 0,25 
 

3. ξ = 0,5. Расчёт железобетонных элементов показал, что их поведение полностью соответ-
ствует работе переармированных сечений. Арматура работала в упругой стадии, за исключением 
расчёта при бетоне класса В20, где она смогла достигнуть начала текучести. Пластичность сече-
ний в этом случае отсутствовала, и характер диаграммы «момент-кривизна» полностью опреде-
лялся деформативностью сжатого бетона.  

Для оценки пластических свойств на стадии близкой к разрушению проведены машинные 
эксперименты образцов с процентами армирования 0,5; 0,75; 1,0; 1,25; 1,5; 2,0; 2,5 и тремя класса-
ми бетона В20, В40 и В60. В результате расчёта двадцати одного элемента с размерами попереч-
ного сечения 60×20 см построены полные (с ниспадающим участком) диаграммы «момент-
кривизна», выполнен анализ деформационных параметров в пластической стадии. Для каждого 
элемента определена протяжённость пластического участка Lpl. 

Элементы при низком классе бетона имели ограниченную пластическую зону, и уже при µ 
более 1 % арматура работала только в упругой стадии. Для бетонов высокой прочности пластиче-
ская зона сохранялась и при бо́льших процентах армирования, но имея естественную тенденцию к 



 
 
 
снижению с увеличением µ. Определяющим параметром в поведении сечения, достижении мак-
симальных деформаций и пластичности является, как известно, относительная высота сжатой зо-
ны, которая в совокупности учитывает и влияние армирования, т. к. ξ = Rsꞏµ / Rb. При неоднород-
ном напряжённом состоянии по высоте сечения появляется возможность перераспределения уси-
лий между волокнами сжатой зоны, что способствует реализации пластических свойств арматуры 
А500. Пластичность каждого элемента оценивали параметром Lpl, который вычислялся как раз-
ность кривизны в конце и в начале пластического участка. Дополнительно также определялись 
значения ∆∑ε – разность суммы деформаций крайнего сжатого волокна и растянутой арматуры в 
конце и в начале пластического участка без учёта рабочей высоты сечения.  

Для элементов из бетона класса B20 наибольшая пластичность наблюдалась при низком 
проценте армирования (0,5 %). При большем проценте начинало расти значение ξ и снижалась 
пластичность сечения. При проценте армирования равном 1 длина пластического участка на диа-
грамме «момент-кривизна» для образца из бетона B20 была соответственно в четыре и три раза 
меньше, чем для бетонов B60 и B40. В образцах с более высокой прочностью бетона рост ξ замед-
лялся, сохраняя протяжённый пластический участок с увеличением процента армирования. Нали-
чие такого участка очень важно для расчёта несущих систем с учётом физической нелинейности и 
перераспределения усилий. У элементов из бетона B40 и B60 хорошие показатели пластичности 
сохранялись до 1,5 % (см. рис. 2). Таким образом, бетон В40, В60 с высокими показателями проч-
ности позволяет арматуре А500 реализовать свои пластические свойства, делая конструкцию 
прочной и пластичной. Следует учитывать, что дополнительное поперечное армирование сжатой 
зоны может являться фактором, увеличивающим пластичность бетона и конструкции в целом.  

 
а) б) 

 
 

Рис. 2. Влияние процента армирования: а – на полные диаграммы «момент-кривизна»;  
б – на длину пластического участка; 1 – для бетона В20; 2 – для бетона В40; 3 – для бетона В60 

 

Трансформируем нелинейные диаграммы «момент-кривизна» с пластическими участками в 
кусочно-линейную модель. Восходящая ветвь диаграммы состоит из двух линейных функций. 
Первая функция описывает зависимость «М–æ» до образования трещин. Начальная расчётная из-
гибная жёсткость соответствовала жёсткости приведённого сечения, вычисленной по требованиям 
норм. Момент образования трещин Mcrc определяли при деформации на крайнем растянутом во-
локне, равном 1,5ꞏ10-4. А кривизна в этой точке æcrc вычислялась как отношение Mcrc/Bo, где  
Bo – начальная изгибная жёсткость приведённого сечения. Вторая функция восходящего участка 
определяется координатами (Mcrc, æcrc; Mpl, æ1,pl). Пластический участок при ξ = 0,1 имеет три ха-
рактерные кривизны æ1,pl, æ2,pl и æ3, которые вычисляются по формулам 



 
 
 

æ1,pl = (εb1,pl + εs1,pl) / ho;   æ2,pl = (εb2,pl + εs2,pl) / ho;   æ3 = æ2,pl ꞏ kæ, 

где εs1,pl, εs2,pl – деформации арматуры, соответствующие началу и концу площадки текучести на 
диаграмме «σs–εs»; εb1,pl, εb2,pl – деформации бетона на крайнем сжатом волокне, принимаемые на 
основе проведённых машинных экспериментов по табл. 1; kæ – коэффициент, учитывающий псев-
допластичность сечения и принимаемый в зависимости от класса бетона по данным выполненных 
машинных экспериментов; приращение изгибающего момента на этой стадии не учитывается в 
запас прочности (см. рис. 3, а). 

Кусочно-линейная модель диаграммы «момент-кривизна» при ξ = 0,25 на пластическом 
участке имеет две характерные кривизны æ1,pl и æ2,pl, вычисляемые по формулам 

æ1,pl = (εb1 + εs1,pl) / ho;   æ2,pl = (εb2 + εs2) / ho, 

где εs1,pl – деформация арматуры, соответствующая началу площадки текучести на диаграмме  
«σs–εs»; εs2 – деформация в арматуре в момент начала разгрузки (см. рис. 1, б), принимаемая по 
табл. 1; εb1 и εb2 – деформации бетона на крайнем сжатом волокне, принимаемые на основе прове-
дённых машинных экспериментов по табл. 1. 

На пластическом участке учитывается снижение изгибающего момента (см. рис. 3, б). Про-
цент уменьшения момента Mpl до значения M2 при кривизне æ2,pl приведён в табл. 1. Значения ко-
эффициента k0,5 для вычисления кривизны æ0,5 = k0,5ꞏæ2,pl при изгибающем моменте 0,5Mpl приве-
дены в табл. 2. 

 

 

 
 

Рис. 3. Кусочно-линейные диаграммы «момент-кривизна»  
а – при ξ = 0,1; б  – при ξ = 0,25 

 



 
 
 

Таблица 2 
Значения коэффициента k0,5 

Класс бетона При ξ = 0,1 При ξ = 0,25 
В20 4,03 1,55 
В40 3,34   1,596 
В60 2,87 1,67 
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