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Аннотация. В работе описан алгоритмический способ уточнения оценок параметров линейного регресси-
онного уравнения, идентифицированных с помощью метода наименьших модулей, основанный на вырав-
нивании модулей ошибок аппроксимации по отношению к их среднему значению. Сформулированная за-
дача сводится к задаче линейного программирования приемлемой для практических ситуаций размерности. 
Разработана модель линейного тренда для описания динамики числа пользователей сети Интернет в мире 
методами наименьших квадратов и модулей, а также с использованием данного способа. Все три варианта 
трендовой модели обладают высоким качеством, на что указывают значения используемых критериев 
адекватности: множественной детерминации, Фишера, суммы модулей ошибок аппроксимации и их сред-
него значения.  
 
Summary. The paper describes an algorithmic way to refine estimates of the parameters of a linear regression 
equation identified using the method of least modules, based on the alignment of the modules of approximation 
errors with respect to their average value. The formulated problem is reduced to a linear programming problem of a 
dimension acceptable for practical situations. A linear trend model has been developed to describe the dynamics of 
the number of Internet users in the world using least squares and modules methods, as well as using this method. 
All three variants of the trend model are of high quality, as indicated by the values of the adequacy criteria used: 
multiple determination, Fisher, the sum of the modules of approximation errors and their average value. 
 
Ключевые слова: регрессионная модель, методы наименьших квадратов и модулей, ошибки аппроксима-
ции, задача линейного программирования, тренд, число пользователей сети Интернет. 
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Введение. Рассмотрим проблему оценивания неизвестных параметров линейного регресси-

онного уравнения (модели) [1]: 

𝑦௞ ൌ෍α௜

௠

௜ୀଵ

𝑥௞௜ ൅ ε௞,   𝑘 ൌ 1,𝑛, (1) 



 
 
 
где 𝑦, 𝑥௜ – соответственно зависимая и i-я независимая переменные; α௜ − i-й определяемый пара-
метр; ε௞ − ошибки аппроксимации; 𝑘 − номер наблюдения; 𝑛 − число наблюдений. Будем считать 
все переменные модели (1) детерминированными. 

Уравнение (1) можно представить в векторной форме: 

𝑦 ൌ 𝑋α ൅ ε ൌ уො ൅ ε, 

где 𝑦 ൌ ሺ𝑦ଵ, … ,𝑦௡ሻ்; α ൌ ሺαଵ, … ,α௠ሻ்; ε ൌ ሺεଵ, … , ε௡ሻ்;  𝑋  − ሺ𝑛 ൈ 𝑚ሻ – матрица с элементами 𝑥௞௜; 
уො = 𝑋α – вектор расчётных значений зависимой переменной. 

В регрессионном анализе при идентификации параметров модели (1) широко применяется 
метод наименьших модулей (МНМ), состоящий в минимизации городского (манхэттенского) рас-
стояния ρ(𝑦, уො) между фактическими (заданными) и расчётными значениями зависимой перемен-
ной, сводящийся к решению задачи 

𝐽ሺαሻ ൌ  ෍ |ε௞|

௡

௞ୀଵ

→ min. (2) 

Так, в работе [2] предлагаются средства построения модели нечёткой регрессии и исследу-
ется её эффективность по отношению к определённой мере ошибки. Имитационные исследования 
и примеры показывают, что оценивание параметров модели с помощью МНМ даёт меньшую 
ошибку, чем модель нечёткой регрессии, изученная многими авторами, которые используют метод 
наименьших квадратов, когда данные содержат нечёткие выбросы. В [3] рассматривается задача 
формирования физических прототипов на основе трёхмерных моделей проектирования с исполь-
зованием аддитивного процесса со слоями. При этом анализируется эффект лестницы между дву-
мя последовательными слоями, а затем выводится формула прямого расчёта отклонения объёма 
всей модели. Вводится термин «взвешенная нормаль по площади», чтобы выразить значительное 
влияние площади фасета на объёмную ошибку, а задача определения оптимальной ориентации 
преобразуется в задачу построения линейной регрессии на основе применения МНМ. Статья [4] 
посвящена новому общему подходу к построению модели нечёткой регрессии, когда выходная пе-
ременная и параметры модели представляют собой нечёткие числа. При этом вводится новое 
определение целевой функции, основанное на различных функциях потерь. Применение предло-
женного подхода изучается с использованием смоделированного набора данных и некоторых ре-
альных наборов при наличии различных типов выбросов, для обработки которых особенно эффек-
тивен МНМ. В работе [5] МНМ используется при исследовании вопроса формирования режима 
подзарядки группы автономных рабочих роботов в их рабочей среде с помощью регрессионных 
моделей. В [6] разрабатывается единый метод дисперсионного анализа на основе городского рас-
стояния для проверки линейных гипотез. Как и классический дисперсионный анализ, этот метод 
является бескоординатным в том смысле, что он инвариантен при любом линейном преобразова-
нии ковариат или параметров регрессии. Более того, он допускает использование единственных 
матриц проектирования и неоднородных ошибок. Предлагается простая аппроксимация с исполь-
зованием стохастических возмущений для получения пороговых значений результирующей стати-
стики испытаний. В статье [7] изучаются неточные данные с точки зрения не вполне определён-
ных переменных и предлагается новый надёжный подход в соответствии с принципом наимень-
ших модулей для оценки неизвестных параметров в неопределённых регрессионных моделях. Ис-
следование [8] посвящено способам подавления влияния выбросов на параметры модели. Предла-
гается робастная регрессия опорного вектора на основе применения МНМ. Кроме того, для реше-
ния задачи оптимизации представлен эффективный алгоритм, основанный на методе разделения 
Брегмана. В [9] изучаются асимптотические свойства МНМ-оценок для моделей нелинейной ре-
грессии. Даны простые достаточные условия сильной состоятельности и асимптотической нор-
мальности оценок. Подтверждено, что распространение этих свойств на широкий класс функций 
регрессии можно установить, наложив некоторое условие на входные значения. Предлагается до-
верительная область, основанная на МНМ-оценках, и обсуждаются некоторые желательные 



 
 
 
асимптотические свойства, включая асимптотическую относительную эффективность для различ-
ных распределений ошибок. В работе [10] рассматривается единая МНМ-оценка для стационар-
ных и нестационарных дробно-интегрированных моделей авторегрессии скользящего среднего с 
условной гетероскедастичностью. Эксперименты подтверждают сделанные выводы, а результаты 
абсолютной доходности дневной цены закрытия промышленного индекса Доу-Джонса демон-
стрируют их полезность при моделировании временных рядов, учитывающих особенности долгой 
памяти, условной гетероскедастичности и тяжёлых хвостов.  

Приближение модулей ошибок аппроксимации регрессионной модели к их среднему 
значению. Задача (2) сводится к следующей задаче линейного программирования (ЛП) (см., 
например, [11–13]): 

෍α௜𝑥௞௜

௠

௜ୀଵ

൅ 𝑢௞ െ 𝑣௞ ൌ  𝑦௞, 𝑘 ൌ 1,𝑛, (3) 

𝑢௞ ൒ 0,  𝑣௞ ൒ 0,  𝑘 ൌ 1,𝑛, (4) 

𝐽ሺαሻ ൌ ෍ሺ𝑢௞ ൅  𝑣௞ሻ

௡

௞ୀଵ

→ min, (5) 

где 𝑢௞ െ 𝑣௞ ൌ ε௞; 𝑢௞ ൅ 𝑣௞ ൌ|ε௞ |. При этом после решения задачи ЛП (3) – (5) 𝑢௞𝑣௞ = 0, k = 1,𝑛തതതതത. 
Одной из характеристик адекватности модели (1) является средняя абсолютная ошибка ап-

проксимации Е: 

𝐸 ൌ ෍|ε௞|/

௡

௞ୀଵ

𝑛. 

Важным свойством МНМ является равенство нулю 𝑚 ошибок аппроксимации (см., напри-
мер, [14]). Вызывает интерес задача выравнивания их абсолютных значений, «подтягивания» их к 
среднему значению Е без существенного увеличения оптимального значения целевой функции (5). 
Сформулируем эту задачу формально. 

Пусть 𝐽∗ – оптимальное значение целевой функции в задаче ЛП (3) – (5). Обозначим через 
∆ 𝐽 ൐ 0 величину, на которую исследователь может допустить некоторое увеличение значения 𝐽∗ с 
тем, чтобы несколько приблизить модули ошибок аппроксимации к их среднему значению. 

Сформируем множество Dሺαሻ: 

Dሺαሻ ൌ ሼα ∈ 𝑅௠ | 𝐽ሺαሻ ൑ 𝐽∗ ൅ ∆ 𝐽ሽ. 

Тогда указанная задача примет следующий формальный вид: 

min
஑∈஽ሺ஑ሻ

෍ ||ε௞| െ෍ |ε௝|

௡

௝ୀଵ

/ 𝑛

௡

௞ୀଵ

|. (6) 

Задача (6), так же как и (2), может быть сведена к задаче ЛП. Действительно, дополним 
ограничения (3), (4) следующими: 

෍ሺ𝑢௞ ൅  𝑣௞ሻ

௡

௞ୀଵ

൑ 𝐽∗ ൅ ∆ 𝐽, (7) 

𝑢௞ ൅  𝑣௞ ൅ 𝑐௞ െ 𝑑௞ ൌ෍
൫𝑢௝ ൅  𝑣௝൯

𝑛

௡

௝ୀଵ

, 𝑘 ൌ 1,𝑛, (8) 

𝑐௞ ൒ 0, 𝑑௞ ൒ 0, 𝑘 ൌ 1,𝑛. (9) 

Целевая функция примет вид 



 
 
 

ℎ෍ሺ𝑢௞ ൅  𝑣௞ሻ ൅

௡

௞ୀଵ

෍ሺ𝑐௞ ൅  𝑑௞ሻ

௡

௞ୀଵ

→ min, (10) 

где ℎ – малая положительная константа. 
Применим данный способ выравнивания ошибок к линейному тренду, описывающему ди-

намику числа пользователей сети Интернет в мире в миллионах человек (зависимая переменная у). 
В табл. 1 представлена статистика по этому показателю за 2003-2022 гг. [15; 16]. 

 
Таблица 1 

Исходные данные 

Год 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 
у 668 784 917 1040 1166 1383 1578 1763 1990 2177 
Год 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020 2021 2022 
у 2431 2692 2916 3282 3640 3950 4212 4418 4758 5385 

 
Таким образом, будем строить линейную регрессионную модель: 

𝑦௧ ൌ α଴ ൅ αଵ 𝑡 ൅ ε௧ , 𝑡 ൌ 1,20. (11) 

Вначале оценим параметры тренда (11) с помощью метода наименьших квадратов (МНК): 

𝑦௧ ൌ 16 ൅ 242 𝑡 ൅ ε௧ , 𝑡 ൌ 1,20, (12) 

R = 0,98, F = 732,9, Е = 178,3, 𝐽 = 3566,48, 
где R – критерий множественной детерминации, F – критерий Фишера. Значения критериев адек-
ватности указывают на высокое качество модели (12).  

Теперь оценим параметры модели (11) с помощью МНМ: 

𝑦௧ ൌ െ71 ൅ 247,4 𝑡 ൅ ε௧ , 𝑡 ൌ 1,20, (13) 

где Е = 172,3, 𝐽 = 3446. 
Значения критериев R и F здесь не приведены, т. к. их использование для МНМ не является 

корректным.  
Сумма ошибок аппроксимации 𝐽 для модели (13) меньше на 120,48 (т. е. на 3,4 %), чем для 

модели (12). Поэтому назначим: 
∆ 𝐽 ൌ 120,48. 

Наконец, оценим параметры модели (11) описанным выше способом путём решения задачи 
ЛП (3), (4), (7) – (10): 

𝑦௧ ൌ െ4 ൅ 241,4 𝑡 ൅ ε௧ , 𝑡 ൌ 1,20, (14) 

Е = 172,3, 𝐽 = 3566,48. 
Вполне ожидаемо, значения Е и 𝐽 моделей (12) и (14) совпадают. Вместе с тем значение 

свободного члена α଴ в модели (14) меньше, чем для модели (12), но больше, чем для модели (13). 
А вот значение углового коэффициента αଵ в модели (14) наименьшее из всех трёх моделей.  

Окончательное решение по поводу того, какую именно модель из трёх построенных ис-
пользовать, должен принять исследователь в зависимости от характера решаемой прогнозной 
и/или аналитической задачи, а также от своих индивидуальных опыта и предпочтений. 

Заключение. В работе предложен способ уточнения значений параметров линейной ре-
грессионной модели, вычисленных с помощью метода наименьших модулей, основанный на при-
ближении модулей ошибок аппроксимации к их среднему значению. Соответствующая задача 
сводится к задаче линейного программирования. Построена модель линейного тренда для описа-



 
 
 
ния динамики числа пользователей сети Интернет в мире методами наименьших квадратов и мо-
дулей, а также с использованием данного способа. 
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