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Аннотация: Представляются математическая модель 
и численный алгоритм анализа динамики судна в усло-
виях волнения. Движение волн моделируется заданием 
движения волнопродуктора. Численное интегрирование 
уравнений движения выполняется методом Рунге-Кутта. 
Потенциальные поля скоростей и ускорений жидкости 
в каждый момент времени определяются с помощью 
метода граничных элементов с дискретизацией всех 
границ (смоченной поверхности судна, свободной по-
верхности воды и поверхности волнопродуктора). При-
меняется процедура итерационного уточнения потен-
циала ускорений, позволяющая корректно учесть закон 
сохранения гидродинамического равновесия.

Summary: The paper presents a mathematical model 
and numerical algorithm for analysis of a ship dynamics 
in a seaway. Storm waves are simulated by setting of 
wavemaker motion. Numerical integration of motion 
equations is executed by a Runge-Kutta method. The 
potential fields of water velocity and acceleration at each 
moment are determined using the boundary element 
method and with sampling of all boundaries (wetted 
surface of a ship, free surface of water and surface of 
a wavemaker). The iterative procedure of acceleration 
potential correlation is applied for correct accounting of 
the conservation law of hydrodynamic equilibrium.

Ключевые слова: Метод граничных элементов, 
волны, судно, динамика, потенциал ускорений.

Keywords: boundary element method, waves, ship, 
dynamics, acceleration potential.

Введение

Проблема определения параметров движения суд-
на на штормовой волне — одна из наиболее трудных 
и одновременно актуальных проблем, связанных 
с безопасностью судна.

В последние десятилетия были значительно раз-
виты компьютерные технологии анализа морского 
волнения и качки судов на волнении, получившие 
обобщённое название «численный волновой бас-
сейн» — Numerical Wave Tank [7]. Однако по настоя-
щее время существуют проблемы внедрения этих тех-
нологий в практику проектирования и эксплуатации 
морской техники, связанные с вычислительными за-
тратами и достоверностью результатов расчётов.

В работах [3; 4; 5; 6] была предложена численная 
методика анализа качки судна на основе метода гра-
ничных элементов, в которой введение допущения 
о неизменности формы волновой поверхности от при-
сутствия судна позволило существенно сократить вы-
числительные затраты. В данной работе описывается 
методика, свободная от этого допущения, позволяю-
щая получить более достоверные результаты. В ней 
применяется процедура итерационного уточнения 
потенциала ускорений [7], позволяющая корректно 
учесть закон сохранения гидродинамического равно-
весия.

Общие уравнения динамики судна

Введём две декартовые системы координат [2]: 
1) неподвижную ; 2) подвижную, связанную 
с судном . Плоскость  неподвижной систе-
мы совпадает с невозмущённой поверхностью моря, 
ось Z направлена вниз. Начало координат корабель-
ной системы G находится в центре тяжести судна, 
а оси направлены:  — в нос;  — на правый борт; 

 — на днище судна. Для удобства представления 
векторов с применением матриц их иногда записыва-
ют в различных формах. Примеры записи координат 
и их компонентов  и :

x = x (x, y, z) = x (x1, x2, x3) = {x};
η = η (ξ, η, ζ) = x (η1, η2, η3) = {η}.

Системы координат связаны между собой следую-
щей зависимостью
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Рис. 1. Системы координат

или  , (1)

где

 — направляющие косинусы. Вектор xg 
определяет центр тяжести G, а вектор xθ — текущую 
точку судна Р относительно центра тяжести в общей 
системе координат.

Для составления уравнений движения введём так-
же систему обобщённых координат, в качестве кото-
рых примем линейные и угловые перемещения (см. 
рис. 1):

 (2)

Корабельная система координат движется вместе 
с судном с посту-пательной vg = vg (vgξ, vgη, vgζ) и угловой 
w = w (wξ, wη, wζ) скоростью.

При наличии корабельной системы координат, со-
вершающей произвольное движение (то есть неинер-
циальной системы), дифференцирование по времени 
в неподвижной системе отсчёта должно выполняться 
в соответствии с правилом [2; 7]:

d / dt = d’ / dt + w ×,
где d’ означает дифференцирование в подвижной си-
стеме координат при фиксированном положении осей 
в пространстве.

Используя это правило, получим векторы скорости 
и ускорения произвольной точки Р в виде:

, (3)

 (4)

где ag — поступательное ускорение,  — танген-

циальное ускорение (здесь учтено, что );
 — центростремительное ускорение, 

 — ускорение точки Р в подвижной системе 
координат; 2  — кориолисово ускорение.

Уравнения поступательного и вращательного дви-
жений судна с учётом перехода от корабельной систе-
мы координат:

 (5)

где m, I — тензоры инерции и моментов инерции суд-
на:

;

 , 

, (6)

Q –количество движения, H –момент количества дви-
жения, F — внешняя сила, действующая на судно, 
M — момент внешних сил; m — масса судна, Iij — мо-
менты инерции судна. В проекциях на оси корабель-
ной системы координат получим:

,

,

,

,

,

.

Уравнение движения можно записать в обобщён-
ном виде:

    
(7)

или в развёрнутом матричном виде:
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,

где mS — матрица инерции (масс) судна;  — вектор 
обобщённых ускорений, b — так называемый гироско-
пический момент; F — вектор обобщённых внешних 
сил.

В правой части уравнения движения (7) сгруппиро-
ваны внешние силы и моменты, включающие: силы 
тяги FT; вес судна FG; гидродинамические и гидро-
статические силы, обусловленные взаимодействием 
судна с идеальной жидкостью FW; не потенциальные 
силы сопротивления, обусловленные вязкостью жид-
кости и образованием вихрей FF:

 (8)

Тяговая нагрузка FT задаётся в зависимости от па-
раметров двигателей и движителей.

Следует отметить, что разделение гидродинамиче-
ских сил на составляющие FW и FF является условным. 
Процессы обтекания судна вязкой жидкости (обычно 
сложные, включающие ламинарные, турбулентные 
и переходные потоки, крупные вихри, волнообразова-
ние и разрушение волн, кавитацию) с трудом подда-
ются строгому математическому описанию. В настоя-
щее время существуют методики и компьютерные 
программные средства, принципиально позволяющие 
выполнять анализ гидродинамики вязкой жидкости 
на основе решения уравнений Навье — Стокса, в том 
числе для турбулентных течений. Тем не менее, в за-
дачах динамики судов на волнении такие средства 
требуют слишком больших вычислительных затрат. 
Кроме того, существуют разные численные модели 
турбулентности, пригодные для соответствующих 
режимов течений. Но при качке судна на штормовых 
волнах характер течения вокруг различных его частей 
постоянно изменяется. При анализе такого нестацио-
нарного процесса необходима смена разных моделей 
в различных областях, что приводит к резкому услож-
нению численных методик.

В связи с этим в большинстве практических задач 
качки судна используется допущение, что гидродина-
мические силы инерционной и вязкостной природы 
можно определять раздельно. При этом силы FW на-
ходятся из решения задачи динамики идеальной жид-
кости. Для вычисления вязкостного сопротивления 
FF существуют различные приближённые методики, 
основанные на результатах экспериментов и опыте 
эксплуатации судов.

Рассмотрим далее определение FW, но предвари-
тельно отметим следующее. Известно, что в боль-
шинстве задач качки судов оправдывает себя модель 
безвихревого (потенциального) течения. В этом слу-
чае течение идеальной жидкости в односвязной об-
ласти полностью характеризуется потенциалом ско-
рости (однозначной функцией координат и времени).

Строгая теория нестационарного потенциального 
течения основана на теоремах Томсона и Лагран-
жа. Теорема Томсона о циркуляции заключается 
в том, что если объём идеальной жидкости находится 
под действием потенциальных массовых сил, то цир-
куляция скорости по любому замкнутому контуру оста-
ётся неизменной во всё время движения. Следствием 
этой теоремы является теорема Лагранжа, доказыва-
ющая, что если объём идеальной жидкости находится 
под действием потенциальных массовых сил и в без-
вихревом потенциальном движении, то он останется 
в безвихревом потенциальном движении и в после-
дующие моменты времени. В частном случае, если 
движение жидкости начинается из состояния покоя, 
то оно будет безвихревым и потенциальным.

Для определения сил FW, действующих на судно, 
следует проинтегрировать давления р по смоченной 
поверхности судна:

, 

, (9)

где FW и MW — гидродинамические сила и момент;
n и r — нормаль к поверхности судна и вектор поло-
жения точки поверхности относительно начала кора-
бельной системы координат; Ss — смоченная поверх-
ность судна.

Давление в идеальной жидкости можно получить 
из интеграла Коши — Лагранжа:

, (10)

где  — плотность жидкости; φ — потенциал скоро-
сти; t — время; g — ускорение свободного падения; 
Ф –потенциал ускорения [7], состоящий и линейной 
( ) и нелинейной (v2 / 2) частей.

Для определения потенциальных функций φ и φt 
большое значение имеет теорема о существовании 
и единственности потенциального поля: если в каж-
дой точке границы односвязного объёма однозначно 
заданы либо потенциал, либо его производная по нор-
мали к границе, то внутри такого объёма существует 
поле с однозначным значением потенциала в любой 
точке. Из однозначности значения  на грани-
це следует требование к её гладкости (отсутствию 
углов).

Поле скоростей жидкости в фиксированный мо-
мент времени определяется решением смешанной 
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краевой задачи для уравнения Лапласа:

 
, (11)

 
, (12)

 

, (13)

 , (14)

где Ω — область жидкости, S = Ss + Sw + S∞ — граница 
области Ω, состоящая из смоченной поверхности суд-
на Ss, свободной поверхности Sw и условной границы 
S∞ на большом удалении R от судна;  и  — пред-
варительно определяемые значения потенциала ско-
рости и нормальной составляющей скорости на соот-
ветствующих участках границы. Определение  и  
будет рассмотрено далее.

При наличии дна или твердых стенок Sb, ограничи-
вающих объём жидкости, условие (13) следует при-
менить к этим границам с учетом их неподвижности: 

.
Волновое движение жидкости можно задать пу-

тём введения некоторой подвижной части границы 
Sq — волнопродуктора (см. рис. 2). На этой границе 
вводится условие (13) с заданным движением .

Уравнение Лапласа (11) для потенциала скорости 
жидкости является следствием закона сохранения 
массы и выводится из уравнения неразрывности 
в случае потенциального течения. Для определения 
линейной части потенциала ускорения φt также мо-
жет быть использована система (11) — (14) — в ней 
необходимо только заменить φ на φt [7]. При этом 
уравнение Лапласа относительно φt выражает закон 

сохранения гидродинамического равновесия и закон 
сохранения энергии (так как для вычисления силы FW 
рассматривается консервативная система, то есть 
течение идеальной жидкости полагается без потери 
энергии).

Прежде чем решать систему уравнений (11) — (14) 
для функций φ и φt, необходимо получить выражения 
для граничных условий на свободной поверхности 
(12) и на смоченной поверхности судна (13), то есть 

, ,  и . Очевидно, что эти условия в нестацио-
нарной задаче изменяются во времени и определя-
ются движением судна и поверхности воды. Поэтому 
в конкретный момент времени ti они вычисляются по-
сле решения уравнений движения (7) — (10) для пред-
ыдущих моментов времени.

Для решения уравнений движения требуется за-
дать начальные условия (в момент времени t0): по-
ложение судна и других границ, условия (12) и (13). 
При этом если движение начинается из состояния по-
коя, то .

В последующие моменты времени ti потенциал ско-
рости на свободной границе можно вычислить с при-
менением конечных разностей [3]:

 
,

где Δt — шаг между расчётными моментами времени. 
В этой формуле пока неизвестна скорость изменения 
потенциала в момент времени ti-1. Определим её (ин-
дексы пока для краткости опустим):

 .

На свободной поверхности воды p = 0. Отсюда 
из (10) получим:

Рис. 2. Совместная модель волнообразования и качки судна
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, (15)

Тогда . В результате для граничного 
условия (12) на свободной поверхности получим:

 

, (16)

Для кинематического граничного условия (13) 
на смоченной поверхности судна определим нормаль-
ные скорости и ускорения точек этой поверхности 
с учётом (3) и (4):

,

.

С учётом ортогональности векторов n и  эти 
выражения могут быть приведены к виду [7]:

 
, (17)

 
, (18)

где , (19)
kn — нормальная кривизна поверхности судна вдоль 
линии тока, . В формуле 
(18) первое слагаемое соответствует ускорению пла-
вающего тела, а слагаемые в (19) можно вычислить, 
определив поле скоростей жидкости.

Численный волновой бассейн

Практическая реализация математической модели, 
рассмотренной в п. 2.1, без дополнительных упроще-
ний возможна только с применением компьютерного 
моделирования. Методическое и программное обе-
спечение, реализующее подобные математические 
модели, получило обобщённое название «численный 
волновой бассейн» (Numerical Wave Tank).

В основе численного волнового бассейна лежат 
численные методы и алгоритмы решения уравнений 

движения (7) — (10) с начальными условиями (задачи 
Коши) и уравнений, выражающих законы сохранения 
для идеальной жидкости (краевой задачи для уравне-
ния Лапласа (11) — (14)).

Применение метода граничных элементов.
Потенциальные линейные функции φ и  φt в любой 

момент времени должны удовлетворять уравнениям 
(11) — (14). Допустим, что условия (14) выполняются. Тог-
да смешанная краевая задача для уравнения Лапласа от-
носительно функции φ может быть записана в виде:

,

,

,

где x — некоторая точка области Ω с декартовыми ко-
ординатами , S = Sφ + Sv — граница области 
Ω, состоящая из частей, на которых заданы соответ-
ственно  и .

Существуют способы решения данной задачи, на-
пример, методом Бубнова-Галеркина с преобразова-
нием интегралов по объёму к интегралам по границам 
по теореме Остроградского-Гаусса [1]. В результате 
можно получить граничное интегральное уравнение:

или 

 
(20)

где ξ — некоторая точка области Ω с декартовыми 
координатами ;  — относительный вну-
тренний угол границы в точке ξ (для точки на гладкой 
границе c = 0,5, для внутренней точки c = 1);  — фун-
даментальное решение для уравнения Лапласа; 

.
Фундаментальное решение для оператора Лапласа 

представляет потенциал источника единичной интен-
сивности в бесконечной области [1]:

 

, (21)
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где ξ — точка, в которой расположен источник; 
x — текущая точка (точка наблюдения); R — расстоя-
ние между этими точками.

При решении интегрального уравнения (20) не обя-
зательно рассматривать внутренние точки области 
Ω. Если интерес представляет только решение на гра-
нице, то при применении численной процедуры си-
стема алгебраических уравнений будет иметь суще-
ственно меньший порядок.

Метод граничных элементов (МГЭ) является чис-
ленным методом решения уравнения (20). Он заклю-
чается в следующем [1]: искомые функции φ (x) и v (x) 
(на границах Sv и Sφ соответственно) представляются 
в виде рядов:

 

(22)

где φi и vi — значения искомых функций в заданных 
точках (узлах) на границе S; ui (x) — заданные аппрок-
симирующие (базисные) функции локального вида 
(они не равны нулю в малых окрестностях точки i гра-
ницы S, которые называют граничными элементами); 
n — число узлов на границе S. Формулы (22) можно 
представить отдельно для каждого граничного эле-
мента (ГЭ) k в виде:

 (23)

где η — точка границы в местной нормированной си-
стеме координат граничного элемента; m — число 
узлов элемента.

Подставим (23) в (20). При этом заменим интегра-
лы по границе суммами интегралов по граничным 
элементам, учитывая свойство локальности базисных 
функций. Уравнение (20) для каждого узла i принима-
ет вид:

 

, (24)

где N — число элементов. Систему уравнений (24) 
можно записать в матричном виде:

 
, (25)

где [H] и [G] — заполненные, несимметричные матри-
цы порядка ; {φ} и {v} — векторы узловых значе-
ний функций φ и v.

Алгоритм решения задачи

В качестве исходных данных к расчету динамики 
судна задаются: граничные поверхности; массовые 
характеристики и геометрия корпуса судна (в кора-
бельной системе координат); упор винта; движение 
волно-продуктора; коэффициенты вязкостного сопро-
тивления и др.

Обобщённая блок-схема расчёта представлена 
на рисунке 3. Интегрирование уравнения движения 
судна (7) можно выполнить одним из численных мето-
дов, например методом Рунге-Кутта.

Гидродинамические силы FW определяются путём 
интегрирования давлений по смоченной поверхности 
судна по формулам (9). Для вычисления давлений ис-
пользуется формула (10). Потенциальное поле скоро-
стей жидкости в каждый момент времени определя-
ется с помощью МГЭ с дискретизацией всех границ 
(смоченной поверхности судна, прилегающей свобод-
ной поверхности воды, поверхностей волнопродукто-
ра и, при ограниченной глубине или ширине расчётно-
го бассейна, его дна или стенок).

Рис. 3. Обобщённая блок-схема решения задачи 
о качке судна
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В формулу (10) входит линейная часть потенциала 
ускорений , вычисление которой представ-
ляет проблему.

В некоторых простых задачах возможно вычисление 
этой величины с помощью конечной разности [4; 5; 6]:

.

Однако значение потенциала скорости в фиксиро-
ванной точке в один из моментов времени (ti или ti+1) 
может оказаться неопределённым, если при движе-
нии смоченной поверхности эта точка оказывает-
ся за пределами области жидкости. Исключить эту 
неопределённость или уменьшить её влияние можно 
только приближёнными способами экстраполяции 
в сочетании с уменьшением Δt и размеров гранич-
ных элементов. Этот способ для подвижной грани-
цы не гарантирует сходимости процесса численного 

расчёта.
Более трудоёмким, но корректным являет-

ся определение φt из ре-шения краевой задачи 
(11) — (14) — в ней необходимо только заменить φ 
на φt [7]:

 (26)

 (27)

 
(28)

Решается данная задача с помощью МГЭ. Фун-
даментальное решение типа (21) позволяет автома-
тически удовлетворить условиям на бесконечности. 
Для решения этой задачи необходимо предваритель-
но определить граничные условия, то есть значения 

 и  по формулам (15) и (18). Для определения  
вначале должна быть решена краевая задача относи-
тельно потенциала скорости.

Для вычисления  необходимы ускорения судна. 
Для текущего момента времени они неизвестны. Ме-
тоды решения этой проблемы можно найти в работе 
[7]. Наиболее прост итерационный подход, в соот-
ветствии с которым на первом итерационном шаге 
ускорения ag и w задаются приближённо. В качестве 
первого приближения удобно использовать значения 
ускорений на предыдущем шаге по времени.

В результате уточнённая блок-схема численного 
моделирования движения судна имеет вид, представ-
ленный на рисунке 4.

При выборе метода численного интегрирования 
уравнений движения по времени важно обеспечить 
устойчивость и достаточную точность вычислений. 
На практике хорошие результаты даёт метод Рунге-
Кутта (четвёртого порядка точности) и метод Рунге-
Кутта-Гила (пятого порядка точности). С применени-
ем этих методов движение волн и качку судна мож-
но моделировать с удовлетворительной точностью 
при шаге по времени , где Tw — период 
волн. Шаг Δt также должен быть согласован с раз-
мерами граничных элементов Δx. Ориентировочная 
оценка:

.

Приведём схему численного интегрирования мето-
дом Рунге-Кутта [7]. Для этого введём обозначения: 
xwj (t) — вектор положения узла волновой поверх-
ности; φwj (t) — потенциал скорости в узле волновой 

Рис. 4. Блок-схема решения задачи о качке судна
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поверхности; q (t), ,  — векторы перемеще-
ния, скорости и ускорения судна; S (t) = S (xwj (t), q 
(t)) — граница расчётной области жидкости, опреде-
ляемая положением узлов волновой поверхности 
и судна; φ (S (t)) и φt (S (t)) — потенциал скорости 
и потенциал ускорений на границе S (t), полученные 
по МГЭ.

Численное интегрирование на каждом шаге по вре-
мени Δt выполняется в четыре этапа:

— первый этап:

— перестроение и разбиение гра-
ниц;

φ (S1) вычисляется по МГЭ; φt (S1) вычисляется 
по МГЭ;

— второй этап:

— третий этап:

— четвёртый этап:

Коэффициенты сk в этих формулах определяются 
по таблице.
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